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De´dicacer et remercier sont des exercices qui requie`rent d’y mettre un peu de son
cœur a` nu ; il m’aurait e´te´ impossible de le faire sans confesser c¸a` et la` certaines
dispositions d’esprit construites en grande partie au cours des sept anne´es qui me
se´parent du doctorat, au gre´ des rencontres, des lectures, des actions collectives.
Que le lecteur me pardonne cette licence, qu’il se sente libre de juger mes propos
de´place´s, agac¸ants ou scandaleux, mais qu’il n’en ressente nulle offense, qu’il n’y voie
que l’expression since`re de quelques sentiments, aussi virulents qu’il puisse parfois
les trouver. Inspirer le de´dain, au pire, et au mieux susciter le de´bat, l’e´motion
peut-eˆtre, je souhaite tout, tout sauf provoquer, accuser ou blesser.
A.L.
Le quotidien prend vite un gouˆt d’opium, tout spe´cialement dans la recherche, ou` il se
consume dans la contemplation enivrante et solitaire des beaute´s abstraites, et il faut
alors se faire violence pour affronter celle qui se´vit au dehors.
Parce que la cruaute´ de certains re´gimes n’est pas un blanc-seing pour le noˆtre, dont nous
ne devons pas oublier qu’il vit de la vindicte populiste a` laquelle il livre les fonctionnaires,
les contestataires, les pauvres et les e´trangers, le´gife´rant contre eux sans relaˆche et se
nourrissant de la re´signation du plus grand nombre, de la complicite´ des nantis, de
l’opportunisme des intellectuels et de la myopie complaisante, voire de la collusion affiche´e
des journalistes, je veux de´dier ce me´moire...
...a` toutes les victimes du retour a` l’ordre moral, de l’acharnement re´pressif contre
l’insoumission politique, des faux te´moignages policiers impunis, de l’incurie et de
l’arbitraire de la justice quand la politique du chiffre la rend expe´ditive, et de
l’humiliation carce´rale ;
...a` toutes les victimes de ce concept sulfureux que la machine a` expulser nomme
« identite´ nationale », aux re´fugie´s traque´s par les C.R.S. du Nord-Pas de Calais qui les
de´busquent de leurs abris de fortune pour les rouer de coups, voler leurs chaussures et
gazer leurs couvertures, aux sans-papiers rafle´s dans les stations de me´tro et les quartiers
populaires de Paris spe´cialement boucle´s a` cette fin, aux familles de´vaste´es par l’expulsion
d’un des leurs, menotte´, voire baˆillonne´, et la plupart du temps prive´ d’argent et de
bagages, aux demandeurs d’asile de´boute´s ici puis assassine´s la`-bas, quelques mois apre`s
l’atterrissage de l’avion Air France qui les rendait a` leurs bourreaux, a` Ricardo Barrientos,
Argentin de 52 ans, et Getu Hagos Mariame, Somalien de 24 ans, morts respectivement le
30 de´cembre 2002 et le 18 janvier 2003, tous deux aux mains de la police franc¸aise, a` bord
d’un avion Air France ;
...a` tous les de´tenus des prisons de mon pays, tant il est vrai que l’enfermement est
toujours une torture morale ;
...a` toutes celles et tous ceux, enfin, qui continuent a` lutter malgre´ les intimidations,
quand ce n’est pas la menace meˆme de l’enfermement ou de l’e´loignement.
IAvant–Propos
Avant de vous laisser lire les maths1, et avant meˆme de vous exprimer, avec une de´lectation
avoue´e, ma reconnaissance, il me faut commencer par cet
Exorde expiatoire. Loin de mes croyances sont l’ide´ologie du me´rite justement re´compense´
et le mythe inoxydable des grands destins, tant il est vrai que le me´tier de chercheur, comme
bien d’autres, s’exerce dans des conditions d’une disparite´ qui confine parfois au scandale. Alors,
comme il m’est aussi agre´able de me re´jouir pour de bonnes raisons qu’il m’est insupportable
de le faire pour de mauvaises, je tiens ici a` vous dire lesquelles.
Je ne me re´jouis pas, d’abord, parce que je pense a` ces e´tudiants en sciences humaines et
sociales qui se ruinent la sante´ a` re´diger des the`ses qu’a` mon aˆge ils terminent a` peine ; parce que
je connais bien la maturite´ scientifique, l’exigence intellectuelle (et la liste de publications !) de
certains jeunes docteurs de toutes disciplines qui alignent pourtant les contrats pre´caires, et ne
comprennent pas qu’on leur parle d’ame´liorer « l’attractivite´ des carrie`res scientifiques » quand
ils accepteraient un poste permanent sans conditions ; et parce que je vois ces colle`gues de petites
universite´s dont la cre´ativite´ e´touffe sous les charges d’administration et d’enseignement, dont
le budget de´passe tout juste les frais d’inscription des confe´rences, et qu’on couvre d’opprobre
parce qu’ils ne publient pas assez.
Je ne me re´jouis pas non plus qu’aujourd’hui encore, ce soit un homme, blanc, de famille
aise´e et cultive´e, en un mot un « he´ritier », qui s’appreˆte a` entrer dans le sanctuaire feutre´
des titulaires du « plus haut des diploˆmes franc¸ais ». Je ne me re´jouis pas qu’il faille eˆtre
comme moi un « e´pargne´ » pour avoir une bonne chance de l’obtenir, car je pense eˆtre autant
redevable a` ma sante´, a` mes pre´savoirs, a` mon sexe, a` ma discipline et a` mes filiation et affiliation
acade´miques, qu’a` ma vivacite´ ou a` ma pugnacite´ —et que pre´tendre le contraire serait quand
meˆme jeter quarante ans de sociologie franc¸aise aux orties.
Je me re´jouis encore moins que les diploˆmes ne servent seulement a` qualifier ceux qui les
ont, mais aussi, malheureusement, a` disqualifier ceux qui ne les ont pas.
Mais parce que la profondeur et la qualite´ de ce que les femmes et les hommes sont capables
d’e´crire ne sont pas l’apanage intemporel de certains e´lus —contrairement a` la conception ordi-
naire qu’ont les technocrates de ce qu’ils appellent « l’excellence »— mais le fruit sublime, rare
et fragile de rencontres fugaces et e´ternellement recommence´es, je suis aujourd’hui infiniment
reconnaissant.
J’entends pourtant certains m’enjoindre de ne pas bouder mon plaisir, quand ce serait pour
ne pas ternir le leur, m’intimer de reconnaˆıtre objectivement mes propres me´rites, voire me
reprocher de chercher a` me distinguer par un confiteor fleurant son bouquet de narcisses. Et je
1mais rien ne vous y oblige
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ne saurais leur donner tort... Mais je ne voulais pas qu’avant de nous livrer a` ce rituel de l’intro-
nisation, dont je serai bien le dernier a` renier la double et ne´cessaire fonction de renforcement
du groupe et de jubilation collective, je me rende coupable de ne pas voir ce que ce diploˆme, je
n’ose, donc, parler d’accomplissement personnel, doit a` ma naissance et a` mes connaissances.
Mes premiers remerciements vont donc a` ma famille, les seconds a` mes colle`gues et amis. Je ne
de´velopperai ici que ce dernier point.
A` vous six, illustres membres de ce jury, Brigitte Chauvin, Peter Jagers (je commence par
vous qui avez pris la patience de rapporter ce me´moire, ainsi que Richard Durrett ; thanks for
your time, Rick, in case you ever read these lines), Jean Bertoin, Jean-Franc¸ois Le Gall, Sylvie
Me´le´ard, Alain Rouault, a` vous six dont je suis en quelque sorte un descendant spirituel —si
vous l’acceptez— j’adresse mon admiration et ma gratitude les plus since`res, pas seulement
parce que votre pre´sence m’honore, mais par-dessus tout parce que vous eˆtes, tous les six et
en de´pit de votre « importance », d’un si grand de´vouement et d’une si grande gentillesse. En
plus d’un honneur, c’est un vrai plaisir de vous avoir aujourd’hui parmi nous.
Je mentionne imme´diatement Re´gis Ferrie`re, qui est mon hoˆte depuis septembre 2001
au laboratoire d’e´cologie de Paris 6 et de l’E´cole Normale, et dont le large sourire est pour
quelque chose dans l’ambiance de feˆte qui re`gne au sein de notre e´quipe d’e´cologie et e´volution
mathe´matiques. Il m’a d’abord prote´ge´ des donne´es statistiques qui accouraient, moi qui ne
savais alors pas ce qu’est une analyse de variance, m’a le´gue´ quelques bonnes ficelles, et, surtout,
me voyant un peu seul au milieu des syste`mes dynamiques, est parti a` la recherche d’une ca-
marade de jeux probabiliste. Et non des moindres, puisqu’il a re´ussi a` attirer une certaine
Sylvie Me´le´ard, dont l’esprit combatif et incroyablement rompu au dialogue interdisciplinaire
a pu par la suite, malgre´ des e´preuves de toute premie`re cate´gorie, jeter les bases d’une the´orie
stochastique de la dynamique adaptative.
En fait, au moment ou` Sylvie et Re´gis ont de´bute´ ce premier groupe de travail mathe´matique
sur l’e´volution des populations structure´es, je me de´battais dans mon coin pour ne pas rester
un tireur isole´, arc-boute´ sur des proble`mes trop difficiles, avec pour unique consolation l’espoir
vain de les avoir re´solus seul, poursuivi par une timidite´ absurde m’empeˆchant de prendre les
conseils de mes pairs —timidite´ vestigiale he´rite´e de l’e´tudiant du fond de la classe que j’e´tais—
et pe´trifie´ a` l’ide´e de devenir, version acade´mique de l’ostracisme ordinaire, un « mauvais
chercheur ». Vous aurez d’ailleurs suˆrement remarque´, che`res consœurs, chers confre`res, que
cette figure de la rele´gation de´passe les frontie`res de notre (tout) petit monde : combien de fois
nos amis, qui ne savent pourtant pas grand chose de notre activite´ scientifique, ont-ils e´prouve´
le besoin, en nous pre´sentant comme un chercheur, de pre´ciser « oui mais attention, un bon
chercheur » ? C’est-a`-dire un chercheur qui trouve (car il paraˆıtrait qu’on en cherche) ?
Fin de l’aparte´, revenons a` Sylvie. Merci a` elle de m’avoir sorti de ma tanie`re en re´pondant a`
mes questions stupides, en me faisant rapporter des papiers, en me pre´sentant des collaborateurs
d’ici et d’ailleurs. Et finalement en me rappelant que l’habilitation, cela n’arrive pas qu’aux
autres. Autant dire que sans elle nous ne serions pas ensemble aujourd’hui le sourire aux le`vres
et l’œil pe´tillant.
Et bien entendu sans mes autres co-auteurs non plus, qui sont aussi des amis, et dont
j’espe`re continuer toute ma vie a` apprendre. Tout spe´cialement, je ne saurais dire a` quel point
j’appre´cie d’e´changer avec Nicolas Champagnat.
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Il faut s’imaginer aussi qu’eˆtre mathe´maticien dans un laboratoire de biologie n’est pas
force´ment une sine´cure. C’est d’abord tout un syste`me de valeurs qui est remis en cause :
l’exigence de rigueur, le gouˆt de la solution e´le´gante et de la formule explicite, le traitement
exhaustif des cas particuliers sont un peu de´laisse´s au profit de l’efficacite´, de la clarte´ de
l’expose´ et de l’intelligibilite´ de l’interpre´tation ; la pre´carite´ est un mal si ordinaire qu’on ne s’en
e´tonne plus ; les rires sonores sont de mise dans les couloirs ; l’enseignement concerne assez peu
les chercheurs, bien plus nombreux qu’en mathe´matiques, et partant, passe pour une activite´
plus ou moins accessoire ; la dictature du facteur d’impact des revues scientifiques de´pre´cie la
valeur apparente des journaux mathe´matiques, dont la diffusion est plus confidentielle ; enfin,
lorsqu’elle est faite, la distinction entre probabilite´s et statistiques reste assez floue...
Quand apre`s un effort pe´dagogique soutenu, vos colle`gues finissent par saisir cette distinc-
tion, le dialogue ne s’e´tablit pas tout de suite. Surtout quand vous ne comprenez rien a` la
gastrulation, ni a` la se´lection de parente`le, ni a` la parthe´noge´ne`se, que vous ne voyez pas de
diffe´rence entre sexue´, dio¨ıque et diplo¨ıde, ni de rapport entre la the´orie des jeux et l’origine de
la multicellularite´, et qu’il vous faut enseigner les gradients latitudinaux de diversite´ spe´cifique,
la the´orie du soma jetable et la spe´ciation chez les angiospermes (non, c¸a c’est pas vrai). Je
peux vous dire que dans ce genre de situation, vous eˆtes bien content de trouver un Andy
Gonzalez, ainsi qu’un Thomas Tully, un Guillaume Chapron et un Jean-Franc¸ois Le Galliard,
pour vous e´plucher les concepts subtils que l’observation de la vie a suscite´s.
Quant aux pays mathe´matique de la biologie des populations, il y vit deux sortes de per-
sonnes. Celles pour qui les populations sont de taille variable et compose´es d’individus, et celles
pour qui elles sont de taille constante et compose´es de se´quences ADN. Parmi les premie`res, j’ai
eu la chance, graˆce a` Christine Jacob, de rencontrer Peter Jagers, homme de lettres, fin gourmet
et insurpassable amphitryon, ainsi que ses bons vivants d’invite´s, dont les russophones Fima
Klebaner, Serik Sagitov et Vladimir Vatutin. Beaucoup parmi les secondes que je connais m’ont
e´te´ pre´sente´es par Frantz Depaulis. Et c’est avec Michae¨l Blum, Olivier Franc¸ois et Alexandre
Sibert que je partage a` la fois les discussions les plus enrichissantes et les plus franches rigolades.
Je veux enfin, en ce qui risque d’apparaˆıtre bientoˆt comme une double litote, dire publique-
ment mon affection (et d’une) a` quelques personnes (et de deux) :
A` tous les membres de l’e´quipe d’e´cologie et e´volution mathe´matiques et a` ceux du re´seau
« mode`les ale´atoires pour l’e´volution du vivant », dont les re´unions me procurent une authen-
tique joie, oui, une joie toujours renouvele´e ; et a` ceux des deux laboratoires d’e´cologie de
l’ENS, dont Sophie Gargan, anciennement Nathalie Guillory et Marie-Bernadette Tesson, avec
qui faire e´quipe simplifie bien des choses ;
A` tous mes amis sans la moindre exception, vous tous, mes chers amis, dont les voix, les
mains, les rires et les e´treintes sont ce qui me rattache a` la vie ; a` Le´onie Hatoumata Simaga
en particulier, pour tout ce qu’elle est, et parce qu’elle a 29 ans aujourd’hui ;
A` Maria-Emilia, Rau´l, Paula, Gabriela, Pablo, Gero´nimo, Victor, Juan-Carlos, Ricardo,
Guadalupe, et a` quelques autres amis mexicains, mais aussi a` tous les Mexicains anonymes, a`
leur regard me´lancolique dont on ne sait pas tre`s bien s’il va se faire sourire ou sanglot, a` cette
lucidite´ meˆle´e d’espe´rance qu’ont les enfants trop muˆrs, a` la pre´venance et a` l’indulgence qu’ils
re´servent a` leurs semblables, a` la simplicite´ rassurante d’un « ¿ Pues, quie´n sabe ? » dit en
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haussant les e´paules et en e´carquillant les yeux, a` la complicite´ mi-affectueuse mi-goguenarde
d’un « ¡Y tu´ gu¨ero ! » lance´ dans un sourire lumineux, a` cet humour un rien gaulois de ceux
que l’adversite´ n’a pas soumis, a` ceux qui s’excusant par avance de leur curiosite´, jettent leur
question comme pour s’en de´barrasser, a` ceux qui s’adressent a` vous comme a` l’ami exile´ enfin
de retour, et a` la douce vitalite´ de ceux que la mort n’effraie pas car ils vivent avec elle ;
Aux habitue´s de chez Youcef, le cafe´ polyglotte dont la fermeture (estivale) est une vraie
tristesse, a` sa superbe e´quipe (Maryline, Mangala, et anciennement Kosse¨ıla) et a` son ge´rant
e´ponyme, lui qui est devenu en quelques anne´es le meilleur ami de tout le quartier Ulm–Gay-
Lussac, et l’un des miens en particulier, et dont l’extraordinaire ge´ne´rosite´ nous a donne´ les
feˆtes, les engueulades et les rigolades les plus truculentes. Merci a` toi mon ami, que Dieu be´nisse
tes parents ! Thanmirthik ayemdakliw, adhyarhem rabi lwaldinik ! dirait-on en Kabylie ;
Enfin, aux compan˜eras et aux compan˜eros, qui se reconnaˆıtront vite, de la merveilleuse
association Autremonde, des jeunes chercheurs contre la pre´carite´, du collectif anti-expulsions,
du collectif anti-cpe de l’ENS, et du re´seau e´ducation sans frontie`res, a` toutes celles et tous ceux
qui savent la tension des assemble´es ge´ne´rales chauffe´es a` blanc, les longues heures a` re´diger les
tracts et a` peindre les calicots, le silence concentre´ et angoissant de l’attente avant l’occupation,
le plaisir du cafe´ partage´ quand le froid ronge les os ou que la pluie les glace, la surprise exaltante
du murmure qui enfle lorsque les foules se sont donne´ rendez-vous comme en un pacte immense,
la voix casse´e a` marteler les slogans qui vous sourdent des entrailles, la peur animale des
boucliers et des matraques, la haine muette que provoquent leurs coups, l’enthousiasme que la
de´termination et le courage physique inspirent, la rage inutile contre l’ignorante arrogance des
politiques, le sadisme des flics, le cynisme des procureurs ou l’incle´mence des juges, l’exultation
bienfaisante des petites victoires —car toutes le sont— et la reconnaissance fraternelle envers
ceux qui sont reste´s tard et dont on sait qu’ils reviendront bientoˆt.
Paris, le 14 de´cembre 2007.
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Pre´sentation
Depuis la dynamique et la ge´ne´tique des populations jusqu’a` la mode´lisation de l’e´volution,
en passant par l’e´tude fine des ge´ne´alogies ale´atoires, l’axe principal de mon travail de recherche
est la mode´lisation probabiliste en biologie des populations. Le de´nominateur commun de ces
recherches est le processus de branchement.
Il y a une manie`re relativement cohe´rente, et technique, de classer mes travaux en the`mes
de recherche :
1. ge´ne´tique des populations et dynamique adaptative
2. quasi–stationnarite´ et transforme´es harmoniques de Doob
3. processus de branchement a` espace d’e´tats continu et liens avec les processus de Le´vy
4. e´tude de la coalescence
5. applications des mathe´matiques a` l’e´cologie the´orique et a` la biologie de la conservation.
Chacun de ces the`mes fait l’objet d’un chapitre. Chaque chapitre est de´coupe´ en sections, et
chaque section est consacre´e a` la description d’un article, publie´ ou soumis. Le titre de chaque
section est agre´mente´ d’un nume´ro entre parenthe`ses pre´ce´de´ du signe #, faisant re´fe´rence a` la
liste des travaux figurant a` la toute fin du pre´sent me´moire.
Les de´veloppements qui sont faits dans la suite reposent souvent sur une connaissance fine
des processus de Le´vy, ainsi que des processus de branchement a` espace d’e´tats continu, appele´s
en anglais « continuous-state branching processes », et note´s pour cette raison CB-processus.
Les premiers sont l’e´quivalent continu des marches ale´atoires et les seconds, des processus de
Bienayme´–Galton–Watson (BGW). Les processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs sont caracte´rise´s
par leur exposant de Laplace ψ qui est une fonction re´elle convexe de´finie sur [0,∞). Les CB-
processus sont en correspondance biunivoque avec les processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs
[22] (via diverses transformations, dont la plus connue est un ralentissement ale´atoire du temps
appele´ transformation de Lamperti [92]), si bien qu’on les note CB(ψ), ou` ψ est l’exposant de
Laplace du processus de Le´vy associe´, appele´ pour l’occasion me´canisme de branchement.
Pour des ouvrages sur les processus de Le´vy, on pourra consulter [9, 90, 117]. Pour les
processus de branchement, voir [3, 4, 69, 74] ou les plus re´cents [42, 65, 80]. A` chacune de ces
deux classes d’objets est consacre´e une Annexe rassemblant quelques pre´requis.
Collaborer avec des biologistes requiert toujours un apprentissage et un effort de dialogue assez
exigeants. Mes propres collaborations (ge´ne´tique des populations, e´cologie the´orique, biologie
de la conservation) sont de´crites pre´cise´ment dans le corps du me´moire (Section 4.3 et Chapitre
5), mais ne constituent qu’une partie mineure de mes recherches. Le reste de mes travaux est
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2pre´sente´ de fac¸on line´aire dans la suite de cette introduction. En un sens, le fil conducteur de
cette pre´sentation est la construction d’une ge´ne´tique des populations branchantes.
Une telle construction ne´cessite d’abord de modifier les arbres branchants de manie`re a`
en obtenir des versions stationnaires. Nous faisons cela de deux manie`res, en introduisant des
interactions entre les individus, de manie`re a` re´guler la taille de la population, ou en appliquant
divers conditionnements, au sens des h-processus de Doob : conditionnement du processus de
Le´vy associe´ a` rester dans un intervalle, conditionnement a` la non-extinction des CB-processus,
ainsi que des CB-processus avec interactions, mais sous leur forme diffusion.
Nous e´tudions ensuite la probabilite´ de fixation d’un mutant, qui est une question cen-
trale de la ge´ne´tique des populations, mais ici dans une population branchante. En utilisant la
the´orie des diffusions, nous proposons un cadre unifie´ permettant de comparer deux mode`les
classiques et un mode`le branchant avec interactions. Nous passons de la ge´ne´tique des popula-
tions a` la dynamique adaptative, en munissant les individus d’un trait quantitatif soumis a` de
possibles mutations, et par une approche micro–macro, nous suivons l’e´volution (diffusive) du
trait re´sident.
Nous e´tudions enfin la ge´ne´alogie associe´e aux CB-processus, notamment aux CB-processus
avec immigration, dont un cas particulier est le CB-processus (sous-)critique conditionne´ a` la
non-extinction. Nous construisons des arbres branchants (dont la largeur n’est pas markovi-
enne), dits arbres de ramification, sur lesquels se voient directement les deux ge´ne´alogies clas-
siques associe´es aux CB-processus, de´couvertes par J.-F. Le Gall et ses collaborateurs. Des
CB-processus, puis des arbres de ramification, nous e´tudions la structure ge´ne´alogique de fac¸on
re´trospective, ce qui constitue une des approches phares de la ge´ne´tique des populations mod-
erne, dite coalescence (voir introduction du Chapitre 4).
Ge´ne´tique vs Dynamique des populations. Le processus de branchement constitue sans
nul doute l’objet le plus naturel pour mode´liser la dynamique d’une population [65]. Il se
de´finit de manie`re tre`s parcimonieuse, puisqu’il est caracte´rise´ par la loi d’une seule variable
ale´atoire, qui est le nombre d’individus per capita laisse´s a` la ge´ne´ration suivante. En de´pit
de sa simplicite´, il suscite, aujourd’hui encore, de nombreux de´veloppements du point de vue
mathe´matique. Meˆme si aujourd’hui ce sont plutoˆt les chercheurs en e´cologie the´orique [88] qui
utilisent le processus de branchement (par exemple en biologie de la conservation, voir Chapitre
5), ce sont ne´anmoins les trois fondateurs de la ge´ne´tique des populations qui, au de´but du
XXe`me sie`cle [56, 57, 67, 68], lui ont donne´ un second souﬄe, longtemps apre`s les travaux de
Bienayme´ [70], Galton et Watson [123]. Ces trois pionniers, Haldane, Fisher et Wright, cher-
chaient a` re´pondre a` la question suivante : dans une population compose´e d’individus de deux
types diffe´rents, un type dit re´sident, ou sauvage, et un type dit mutant, quelle est la probabilite´
que la descendance du type mutant envahisse la population ? Le calcul de cette probabilite´,
dite de fixation, est un proble`me fondamental de ge´ne´tique des populations, puisqu’il condi-
tionne l’e´volution de la diversite´. La re´ponse de´pend du type de mode`le choisi, en particulier de
l’avantage se´lectif s du mutant. Dans le mode`le primitif, les deux sous-populations de re´sidents
et de mutants sont suppose´es eˆtre inde´pendantes et mode´lise´es toutes deux par des processus de
BGW de lois de reproduction poissoniennes, l’une de parame`tre 1, et l’autre de parame`tre 1+s.
Puisque la sous-population re´sidente est de type critique, son extinction se produit avec prob-
abilite´ 1, et la fixation du mutant co¨ıncide donc avec sa non-extinction, dont la probabilite´ est
e´quivalente a` 2s, lorsque s est (positif et) proche de 0 [67]. Ce re´sultat, tre`s surprenant dans une
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atmosphe`re totalement impre´gne´e des the´ories darwinistes sur la se´lection du plus apte, est un
des premiers a` avoir rendu compte de l’importance de la de´rive ge´ne´tique, c’est-a`-dire des causes
purement stochastiques des fluctuations alle´liques, compare´e a` l’action de la se´lection naturelle.
Depuis ces travaux, les ge´ne´ticiens des populations ont de´laisse´ les processus de branchement au
profit de mode`les plus simples ou` la population est par hypothe`se de taille constante (mode`les
de Cannings, de Wright–Fisher, de Moran, voir par exemple [52] ou mon cours mexicain #10).
Ce sont d’ailleurs ces mode`les qui ont inspire´ les de´veloppements les plus re´cents de ge´ne´tique
des populations mathe´matique : mode`les de Fleming–Viot [48], coalescent de Kingman [84] et
Λ-coalescents [14, 110], processus de Fleming–Viot ge´ne´ralise´s [17, 18, 19]. Toutefois, ma fas-
cination pour la beaute´ simple du processus de branchement m’a pousse´ a` m’inte´resser plutoˆt
a` la ge´ne´tique des populations branchantes. Il faut bien avouer, cependant, que les processus
de branchement ont un inconve´nient majeur par rapport aux mode`les a` taille de population
constante, c’est qu’ils n’ont pas d’e´tat stationnaire autre que l’extinction.
Si l’on veut s’attaquer a` des questions de ge´ne´tique des populations non triviales, on a
pourtant besoin de mode`les simples ayant des comportements stationnaires. Pour autant, on
peut ne pas se satisfaire de l’hypothe`se de taille de population constante, qui, moins qu’une
hypothe`se, devrait eˆtre, selon un principe de parcimonie, une approximation re´sultant de l’ex-
istence de stationnarite´ dans un mode`le phe´nome´nologique rendant compte des interactions
de type e´cologique entre les individus. Ainsi, tout en laissant la taille de population varier
ale´atoirement, il nous faut empeˆcher le processus de branchement, ici le CB-processus, de
prendre des valeurs arbitrairement grandes, ou de s’e´teindre. A` chacune de ces deux taˆches est
consacre´e ci-dessous un paragraphe.
CB-processus a` croissance logistique (Section 1.1). La premie`re taˆche a e´te´ remplie
par plusieurs auteurs (voir par exemple [85] et les re´fe´rences qui y sont mentionne´es), qui
ont construit et e´tudie´ des versions diverses de ce qu’on appelle un processus de branchement
densite´-de´pendant, c’est-a`-dire dont la loi de reproduction de´pend de la taille de la popula-
tion. La fac¸on dont j’ai voulu re´pondre moi-meˆme a` cette question s’est inspire´e d’un objet
mathe´matique utilise´ depuis plus de 150 ans en e´cologie et en de´mographie, appele´ le mode`le
de croissance logistique [34]. Il s’agit du mode`le malthusien, ou` les taux de naissance et de mort
per capita sont constants, mais auquel on a ajoute´ des morts dont le taux per capita est propor-
tionnel a` la taille de la population, rendant ainsi compte de la compe´tition pour les ressources.
La taille Zt de la population au temps t est donc la solution d’une e´quation diffe´rentielle du
type suivant :
dZt = rZtdt− cZ2t dt t ≥ 0,
qui posse`de, lorsque r > 0, un e´tat globalement asymptotiquement stable non trivial valant
r/c. Cette fac¸on de mode´liser la dynamique d’une population consiste a` e´crire le comportement
en champ moyen d’une dynamique dont la de´finition meˆme est en fait de`s le de´part individu-
centre´e : chaque individu donne naissance a` un taux constant et meurt a` un taux affine en la
taille de la population. Une fois cette observation faite, il n’est plus difficile de de´finir, en temps
continu, ce que j’ai appele´ le processus de branchement logistique, ou LB-processus. Ainsi, pour
la population entie`re, les transitions de n vers n+ k (naissance d’une porte´e de k individus) se
font-elles a` taux nπk et les transitions de n vers n−1 (mort d’un individu) a` taux nd+cn(n−1).
On remarque que ce processus peut e´galement s’interpre´ter comme la masse d’un coalescent
4de Kingman (taux c) auquel on a adjoint un processus d’e´rosion (taux d) mais surtout de
fragmentation (taux πk par bloc, de fragmentation en k + 1 sous-blocs).
Dans le cas ou` l’espace d’e´tats est continu (c’est-a`-dire la demie droite positive), le LB-
processus est de´fini comme le change´ de temps (ale´atoire) d’un processus de type Ornstein–
Uhlenbeck. Il est caracte´rise´ par son me´canisme de branchement ψ (l’exposant de Laplace d’un
processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs) et son taux de compe´tition c > 0. Dans le cas ou` ψ est un
polynoˆme du second degre´, le LB-processus est une diffusion satisfaisant l’e´quation diffe´rentielle
stochastique (EDS) suivante
dZt = rZtdt− cZ2t dt +
√
σZt dBt t ≥ 0, (1)
et baptise´e diffusion de Feller logistique [46].
On dit que ψ ve´rifie la condition (logL) lorsque la mesure de Le´vy associe´e a` ψ inte`gre le
logarithme (et (L logL) si elle inte`gre x log(x)), ce qui est bien entendu toujours le cas pour
les diffusions.
The´ore`me 1 Tout LB-processus satisfaisant la condition (logL) admet une loi d’entre´e en
+∞.
Ce re´sultat peut s’interpre´ter, dans le cas discret, comme une extension du the´ore`me de
Kingman, puisqu’il assure qu’a` l’instar du coalescent de Kingman, un processus e´changeable a`
coalescence rapide et fragmentation lente [8] descend aussi de l’infini (voir Sous-section 4.4.1).
Le comportement en temps long de ce processus est expose´ dans la Section 1.1. Notam-
ment, il est ergodique en l’absence de morts naturelles. Nous obtenons donc, comme nous le
souhaitions, un processus de Markov qui se de´finit tout aussi simplement que le processus de
branchement (on se donne un seul parame`tre supple´mentaire, c), qui rend compte d’interactions
classiques en e´cologie (compe´tition), et qui posse`de un e´tat stationnaire non trivial.
Conditionnement des CB-processus (Section 2.2). La deuxie`me taˆche que nous nous
sommes fixe´s est d’empeˆcher le CB-processus de s’e´teindre. Dans le cas surcritique, l’extinction
a une probabilite´ strictement infe´rieure a` 1, et conditionner a` la non-extinction prend son sens
habituel. Dans les cas critique et sous-critique, l’extinction a probabilite´ 1, et l’ide´e est alors
de conditionner les e´ve´nements Ft-mesurables du processus par l’e´ve´nement {T > s}, ou` T
de´signe le temps d’extinction, puis de faire tendre s→∞. On obtient un nouveau processus de
Markov, appele´ Q-processus [4], qui est le processus de branchement initial conditionne´ a` ne
jamais s’e´teindre. Il peut aussi se de´finir par transformation harmonique de Doob du processus
initial (voir introduction du Chapitre 2), ou encore comme un CB-processus avec immigration,
ce qui fournit une de´composition en e´pine dorsale de l’arbre associe´, ou « spine decomposition »
[45, 49, 98]. Dans le cas critique, le Q-processus tend vers +∞ p.s.
Dans le cas sous-critique, on s’inte´resse aussi a` la limite des marginales uni-dimensionnelles
au temps t du CB-processus Z conditionne´ par {T > t}. Nous montrons que cette limite existe
toujours dans le cas sous-critique. Elle est appele´e distribution quasi-stationnaire de Yaglom
[128]. De manie`re ge´ne´rale, une distribution quasi-stationnaire (DQS) est une loi de probabilite´
ν telle que pour tout temps t et tout bore´lien A de (0,∞),
Pν(Zt ∈ A | T > t) = ν(A).
Soit −ρ < 0 le parame`tre malthusien du CB-processus sous-critique Z.
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The´ore`me 2 Les DQS de Z forment une suite (νλ) stochastiquement de´croissante indice´e par
λ ∈ (0, ρ]. La DQS νρ est la distribution quasi-stationnaire de Yaglom. Les assertions suivantes
sont e´quivalentes :
(i) le processus Z satisfait la condition (L logL)
(ii)
∫
(0,∞) x νρ(dx) < ∞
(iii) le Q-processus est ergodique.
De plus, dans ce cas, la distribution stationnaire du Q-processus est la DQS de Yaglom biaise´e
par la taille.
Cette dernie`re relation de biais par la taille entre distribution de Yaglom et distribution station-
naire du Q-processus est bien connue dans le cas des processus de BGW. Vincent Bansaye [6],
doctorant co–encadre´ par Jean Bertoin et moi-meˆme, en a donne´ une explication conceptuelle
graˆce a` un mode`le [79] ou` les cellules d’une population en division binaire contiennent des
parasites qui se reproduisent eux-meˆmes selon des processus de BGW.
Le the`me de la quasi–stationnarite´ est de´veloppe´ en de´tail dans le Chapitre 2. Nous y e´tudions
la quasi–stationnarite´ des processus de Le´vy tue´s lorsqu’ils sortent d’un intervalle, et celle de
certaines diffusions dites de Feller ge´ne´ralise´es, comprenant en particulier la diffusion de Feller
logistique. C’est ce que nous allons maintenant de´crire.
Processus de Le´vy confine´ (Section 2.1). Dans la Section 2.1, nous conside´rons un pro-
cessus de Le´vy sans sauts positifs X, que nous cherchons a` conditionner a` rester dans un inter-
valle fini, soit (0, a). Comme le temps de sortie de tout intervalle fini par un processus de Le´vy
est fini p.s., ce conditionnement ne peut se faire au sens classique du terme, et nous proce´dons
de la meˆme manie`re que pour le CB-processus, en prenant cette fois comme de´finition de T
le temps de sortie de (0, a). Le processus confine´ dans l’intervalle (0, a) ainsi de´fini s’obtient
une fois encore a` partir de X par transformation harmonique de Doob. Lorsque a = ∞, nous
re´cupe´rons le processus de Le´vy conditionne´ a` rester positif de Chaumont (voir Annexe A), et
dans le cas ou` X est le mouvement brownien, nous retrouvons le processus brownien tabou de
Knight [86]. Le conditionnement que nous e´tudions a des applications dans certains domaines
mercantiles lie´s a` la the´orie des probabilite´s, mais notre but e´tait plutoˆt d’utiliser ce condition-
nement pour l’appliquer aux CB-processus, via la transformation de Lamperti (voir Chapitre
3). L’ide´e e´tait d’obtenir ainsi un processus de branchement conditionne´ simultane´ment a` ne
pas s’e´teindre et ne pas prendre de valeurs arbitrairement grandes, ce que nous avons e´choue´
a` faire, en raison de la de´pendance en temps de la martingale de´rive´e de la loi du processus
confine´ par rapport a` celle du processus initial. En e´tudiant la mesure d’excursion hors d’un
point du processus confine´, nous obtenons en particulier le re´sultat suivant :
The´ore`me 3 Soit St le supremum des valeurs prises sur [0, t] par un processus de Le´vy confine´
dans (0, a). Alors
lim sup
t→∞
t(a− St)
ln(ln(t))
= c(a) p.s.,
ou` c(a) est une constante non nulle qui vaut a3/π2 dans le cas du brownien tabou. De plus,
t(a− St) converge en loi vers une v.a. exponentielle d’espe´rance c(a).
Conditionnement des diffusions de Feller ge´ne´ralise´es (Section 2.3). La quasi– sta-
tionnarite´ est encore plus inte´ressante a` e´tudier pour des processus de branchement densite´-
6de´pendants que pour le processus de branchement classique. Ces processus permettent de
mode´liser des populations dont le taux de croissance (espe´re´)
– est positif lorsque la population est de petite taille ;
– est suffisamment ne´gatif aux grandes tailles de population pour que l’extinction se produise
avec probabilite´ 1.
Notre exemple de pre´dilection est le processus de branchement logistique, dont le taux de crois-
sance espe´re´, en fonction de la taille de la population, de´crit une parabole concave. De telles
populations peuvent donc voir leur taille osciller tre`s longtemps avant de s’e´teindre, beaucoup
plus longtemps que pour un processus de branchement sous-critique. Pour le biologiste qui
observe la dynamique d’une telle population sur de grandes e´chelles de temps, il s’agit de com-
prendre et de quantifier cette apparente stationnarite´. Nous conside´rons donc dans la Section
2.3 des diffusions de la forme
dZt = h(Zt) dt +
√
σZt dBt t ≥ 0,
ou` h est une fonction de classe C1 telle que h(0) = 0 et limz→∞ h(z)/
√
z = −∞. Dans le
cas ou` h est line´aire, une telle diffusion est appele´e diffusion de Feller (qui est d’ailleurs un
CB-processus, voir Annexe B), si bien que nous baptisons les solutions de telles EDS diffusions
de Feller ge´ne´ralise´es. Elles apparaissent comme limites de processus de naissance et de mort
renormalise´s. Par des me´thodes de the´orie spectrale, nous montrons (avec cinq co–auteurs)
l’existence d’une DQS de Yaglom et d’un Q-processus pour toutes ces diffusions. De plus, ce
Q-processus est ergodique.
The´ore`me 4 La distribution stationnaire du Q-processus d’une diffusion de Feller ge´ne´ralise´e
Z est absolument continue par rapport a` sa DQS de Yaglom, et la de´rive´e de Radon–Nikodym
associe´e est croissante.
Les deux assertions suivantes sont e´quivalentes :
(i) la diffusion Z admet une loi d’entre´e en +∞
(ii) la distribution de Yaglom de Z est sa seule et unique DQS.
Le premier re´sultat e´nonce´ dans le pre´ce´dent the´ore`me implique notamment une relation de
domination stochastique entre la distribution stationnaire duQ-processus et la DQS de Yaglom.
Cette relation s’explique par le fait que les conditionnements du type Q-processus sont plus
exigeants que ceux du type Yaglom, et ont ainsi tendance a` charger davantage les hautes
trajectoires. Il s’agit en fait d’un re´sultat ge´ne´ral (e´nonce´ et de´montre´ dans le papier #8) sur
les processus de Markov en dynamique des populations.
Le deuxie`me re´sultat du the´ore`me e´nonc¸ant l’e´quivalence entre descente de l’infini et unicite´
de la DQS est a` comparer au The´ore`me 2. En effet, ce dernier donne a contrario l’existence,
pour les CB-processus sous-critiques, d’une infinite´ de DQS νλ indice´es par un re´el positif λ
variant dans un intervalle fini. En fait, ce re´el λ est le taux de perte de masse de (0,∞) par
unite´ de temps, de la loi du processus Z dans son e´tat quasi–stationnaire νλ. Plus ce taux λ
est faible, et plus la DQS νλ doit charger les hauts e´tats. Cette multiplicite´ des DQS ne peut se
produire dans le cas ou` Z descend de l’infini, dans la mesure ou` les « hauts e´tats » sont quitte´s
en temps uniforme´ment borne´ (stochastiquement). Un crite`re suffisant de descente de l’infini
pour la diffusion de Feller ge´ne´ralise´e est
∫∞
1 (1/|h|) <∞.
Nous avons donc vu comment rendre stationnaire un processus de branchement : soit en le
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conditionnant a` ne jamais s’e´teindre, soit en lui adjoignant des interactions ne´gatives entre
individus (compe´tition), puis en conditionnant e´ventuellement a` nouveau le processus obtenu
a` ne pas s’e´teindre. Nous continuons donc notre programme de construction d’une ge´ne´tique
des populations branchantes, en e´tudiant le proble`me de base de la ge´ne´tique des popula-
tions : la probabilite´ de fixation d’un mutant. Les re´sultats que nous obtenons dans chacun des
deux prochains paragraphes concernent le re´gime de se´lection faible, c’est-a`-dire le cas ou` les
caracte´ristiques de´mographiques du mutant sont voisines de celles du re´sident.
Ge´ne´tique des populations pour diffusions en interaction (Section 1.2). Dans la Sec-
tion 1.2, nous comparons trois mode`les de diffusions pour deux populations en interaction (mu-
tante et re´sidente). Le but de cette comparaison est de proposer un cadre unifie´ qui permet de
distinguer les proprie´te´s des mode`les du type primitif (deux processus de BGW inde´pendants),
des mode`les a` taille de population constante, et des mode`les d’inspiration e´cologique, c’est-a`-
dire les processus de branchement densite´-de´pendants.
Nous traduisons d’abord le mode`le historique de Fisher et Haldane, en conside´rant deux
diffusions de Feller inde´pendantes (mode`le I). Nous montrons qu’en conditionnant deux telles
diffusions a` rester de somme constante, on obtient une diffusion de Fisher–Wright [81, 82,
125, 126], que nous appelons mode`le II et qui est l’analogue continu des mode`les de type
Moran ou Wright–Fisher. Notre mode`le III consiste en deux diffusions de Feller logistiques
avec interactions croise´es :

dZ
(1)
t = r1Z
(1)
t dt+
√
σ1Z
(1)
t dB
(1)
t − Z(1)t
(
c11Z
(1)
t + c12Z
(2)
t
)
dt
dZ
(2)
t = r2Z
(2)
t dt+
√
σ2Z
(2)
t dB
(2)
t − Z(2)t
(
c21Z
(1)
t + c22Z
(2)
t
)
dt,
(2)
ou` B(1) et B(2) sont deux mouvements browniens inde´pendants. Lorsque les indices 1 et 2
sont interchangeables, ce qui e´quivaut a` la neutralite´ se´lective, la dynamique de la population
est caracte´rise´e par trois parame`tres de´mographiques : le taux de croissance r, la variance
de´mographique σ, et (dans le mode`le III) le taux de compe´tition c. Dans ce cas, la probabilite´
de fixation u du mutant vaut exactement sa fre´quence initiale p.
Nous e´tudions alors la fac¸on dont u s’e´carte de p lorsque les caracte´ristiques de´mographiques
s’e´cartent le´ge`rement de la neutralite´. Nous faisons toutefois l’hypothe`se que c11 = c12 et que
c21 = c22, c’est-a`-dire que la sensibilite´ a` la compe´tition d’un individu ne de´pend pas de son
compe´titeur. Enfin on oˆte l’indice 1 aux traits du re´sident, et l’on e´crit r2 = r+dr, σ2 = σ−dσ,
et c22 = c− dc.
The´ore`me 5 Au voisinage de la neutralite´, la probabilite´ de fixation se factorise dans les trois
mode`les selon :
u = p+ p(1− p)(gr dr + gσ dσ + gc dc) + o(dr, dσ, dc),
ou` les coefficients d’invasibilite´ gr, gσ et gc ne de´pendent que de la taille initiale de la population
z et des caracte´ristiques (r, σ, c) du re´sident.
Nous pouvons e´galement donner l’allure exacte de gr, gσ et gc en fonction de l’abondance
intiale z, et comparer cette allure entre les trois mode`les. En particulier, dans chacun des trois
mode`les, gσ = 1/σ et gr ∼ z/σ lorsque z → 0+.
8De la ge´ne´tique des populations a` la dynamique adaptative (Section 1.3). Dans la
Section 1.3, nous faisons e´galement l’e´tude des probabilite´s de fixation graˆce a` des processus
de branchement logistiques en interaction, mais cette fois dans le cas discret, et sans faire l’hy-
pothe`se que la sensibilite´ a` la compe´tition d’un individu est inde´pendante de son compe´titeur.
Nous avons toujours trois traits de´mographiques dans le cas neutre, qui sont maintenant le
taux de naissance b, le taux de mort naturelle d et le taux de compe´tition c. Les de´viations
entre traits re´sidents et mutants s’expriment de la meˆme manie`re que pre´ce´demment pour les
deux premiers traits, tandis que les de´viations des taux de compe´tition se de´composent en
coefficients d’attaque, de de´fense, et d’isolement (voir le de´tail dans la Section 1.3). La meˆme
factorisation par p(1 − p) (de l’e´cart entre probabilite´ de fixation u et fre´quence initiale p du
mutant) que dans le The´ore`me 5, reste vraie pour les quatre premiers traits, mais doit eˆtre
modifie´e en p(1− p)(1− 2p) pour l’isolement.
En re´alite´, si nous voulons suivre l’e´volution de la diversite´, il ne suffit pas de calculer
ces probabilite´s de fixation, qui nous renseignent uniquement sur la fac¸on dont la diversite´
diminue, mais il faut e´galement mode´liser la fac¸on dont cette diversite´ augmente. On suppose
alors que chaque individu est caracte´rise´ par un trait quantitatif x ∈ Rk. Plus ge´ne´ralement
que pre´ce´demment, la de´mographie peut a` pre´sent de´pendre de la composition globale de la
population, qui est donne´e par une mesure ponctuelle sur l’espace des traits Rk. Nous faisons
l’hypothe`se que la dynamique de toute population monomorphe est ergodique. La diversite´ est
incre´mente´e par mutation a` la naissance, du trait x de la me`re en un trait mutant appartenant
a` l’intervalle de largeur dh autour de x+h avec la probabilite´ M(x, dh), ou`M est appele´ noyau
de mutation.
Nous allons maintenant introduire deux asymptotiques.
L’asymptotique des mutations rares revient a` se´parer les e´chelles de temps e´cologique et
e´volutive en faisant tendre la probabilite´ de mutation vers 0, de manie`re a` n’avoir jamais plus
de deux types diffe´rents pre´sents dans la population. Cette asymptotique est caracte´ristique de
la the´orie de la dynamique adaptative [27, 35, 36, 37], et permet de se ramener au calcul de la
probabilite´ de fixation dans une population dimorphe.
L’asymptotique desmutations de faible amplitude signifie que l’on contracte le noyau de mu-
tation. E´videmment chacune de ces asymptotiques s’accompagne d’une acce´le´ration ade´quate
du temps.
Dans le the´ore`me suivant, on de´signe par σ la racine carre´e de la matrice de variance-
covariance du noyau de mutation, et par ∇2 le gradient par rapport a` la seconde variable.
The´ore`me 6 Sous les asymptotiques successives des mutations rares et des mutations de faible
amplitude, le processus du trait re´sident converge faiblement au sens de Skorohod vers une
diffusion (Zt, t ≥ 0) appele´e diffusion canonique de la dynamique adaptative, satisfaisant l’EDS
suivante :
dZt = β(Zt)σ
2(Zt) · ∇2χ(Zt, Zt)dt +
√
β(Zt)χ(Zt, Zt)σ(Zt) · dBt,
ou` β(x) est le taux moyen de production de mutants dans une population monomorphe de trait
x a` l’e´quilibre, et χ(x, y) est la probabilite´ de fixation d’un mutant de trait y, ayant survenu
dans une population monomorphe de trait x a` l’e´quilibre.
Le terme diffusif est responsable de la de´rive ge´ne´tique, car il ne fait intervenir que des
quantite´s calcule´es dans une population monomorphe.
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Le terme de de´rive est responsable de la se´lection, car il dirige l’e´volution du trait dans le
sens des mutants avantageux. On notera qu’ici la notion d’avantage se´lectif est locale, puisqu’elle
de´pend du trait re´sident. Ainsi n’a-t-on pas besoin de de´finir d’avantage se´lectif a priori comme
il est fait en ge´ne´ral en ge´ne´tique des populations. Pour plus de pre´cisions sur la dynamique
adaptative, ses hypothe`ses et ses re´sultats, lire en de´tail la Section 1.3.
On remarquera aussi que le gradient pre´sent dans le terme de de´rive est calcule´ au voisinage
de la neutralite´ se´lective, et fait donc intervenir le comportement de la probabilite´ de fixation
sous le re´gime de la se´lection faible. Nous utilisons donc les calculs mentionne´s plus haut pour
expliciter ce terme.
Jusqu’ici, nous nous sommes contente´s d’e´tudier la dynamique du nombre d’individus (dy-
namique des populations), ou du nombre d’individus de chacun des types pre´sents (ge´ne´tique
des populations), voire encore celle du trait re´sident dans la population (dynamique adap-
tative), mais toujours en faisant abstraction de la ge´ne´alogie sous-jacente. Dans ce qui suit,
nous allons nous inte´resser de pre`s a` la ge´ne´alogie des processus de branchement. Dans les
dix dernie`res anne´es, deux techniques ont e´te´ mises en e´vidence pour de´finir des ge´ne´alogies
ale´atoires continues lie´es aux CB-processus : la premie`re [42, 96] utilise des fonctionnelles dites
de hauteur d’un processus de Le´vy, et l’autre [16] un flot de subordinateurs (a` la Bochner). Il
nous semble que l’on peut les voir simultane´ment a` partir d’un unique objet (du moins dans le
cas a` variation finie) : les arbres de ramification.
Une fois ces ge´ne´alogies pose´es, nous nous inte´resserons a` deux questions. Les CB-processus
qui ne s’e´teignent pas sont de deux types, CB-processus surcritiques, ou CB-processus sous-
critiques (ou critiques) conditionne´s a` ne jamais s’e´teindre (Q-processus). Notre premie`re ques-
tion porte sur la structure ge´ne´alogique associe´e a` ces deux CB-processus, et notamment celle
du nombre de branches infinies (re´ponse : un squelette discret du type arbre de Yule pour les
premiers, et une seule branche infinie pour les autres). Notre deuxie`me question concerne une
approche centrale de la ge´ne´tique des populations moderne, a` savoir la coalescence (description
re´trospective des arbres ge´ne´alogiques, voir introduction du Chapitre 4).
Arbres de ramification et ge´ne´alogie des CB-processus (Section 3.2). On conside`re
une collection (au plus de´nombrable) d’individus u munis de leur date de naissance α(u) et de
leur date de mort ω(u). La population a un unique anceˆtre ∅ ne´ au temps 0 et mort au temps
χ. A` part l’anceˆtre, chaque individu u a un unique parent v tel que α(u) ∈ (α(v), ω(v)). En
plus de cette ge´ne´alogie discre`te, ceci de´finit un arbre re´el (voir Fig. 3.1 p.28), dont les e´le´ments
sont les instants ve´cus par chaque individu. Chaque point de l’arbre est donc caracte´rise´ par
un couple (u, τ), ou` u est un individu, e´le´ment de l’arbre discret, et τ ∈ (α(u), ω(u)] est la date
de ce point.
La loi de cet arbre est de´finie de fac¸on re´cursive comme suit. A` chaque individu u ne´ au
temps α et mort au temps ω, on donne une collection au plus de´nombrable d’enfants, dont les
dates de naissance et dure´es de vie (αi, ζi)i forment un nuage de Poisson sur (α, ω)× (0,∞) de
mesure intensite´ dtΛ(dr) ou` Λ est une mesure positive sur (0,∞) telle que ∫∞0 (1∧r)Λ(dr) <∞.
Conditionnellement a` (α, ω), ce nuage de Poisson est suppose´ inde´pendant des anceˆtres de u
et des ligne´es adjacentes. Un tel arbre est appele´ arbre de ramification, en anglais « splitting
tree ».
Le nombre Ξτ d’individus vivant au temps τ n’est pas une fonction markovienne du temps
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τ (sauf si Λ a une densite´ exponentielle). Lorsque l’arbre est fini, c’est-a`-dire que Ξτ est nul
pour tous temps τ suffisamment grands, nous de´finissons un processus indice´ par la variable
t (diffe´rente du temps re´el, qui est symbolise´ de pre´fe´rence par une lettre grecque), a` valeurs
dans l’arbre, qui visite chaque point de l’arbre exactement une fois. On de´signe par Xt la date
du point visite´ en t. Le processus de contour (Xt; t ≥ 0) ainsi de´fini se de´marque des processus
de contour traditionnels [41, 95] qui visitent chaque point deux fois, a` la « monte´e » et a` la
« descente » : ici les monte´es ne se font que par sauts, de date de naissance en date de mort
associe´e (voir de´tail dans la Section 3.2).
The´ore`me 7 Soit τ > 0, et Tτ un arbre de ramification qu’on a prive´ des points dont les dates
sont poste´rieures a` τ . Alors le processus de contour de Tτ est un processus de Le´vy sans sauts
ne´gatifs re´fle´chi sous τ et tue´ lorsqu’il atteint 0. Il est a` variation finie, de coefficient de de´rive
−1 et de mesure de Le´vy Λ.
En e´tudiant de pre`s le processus de contour, on montre e´galement que la ge´ne´ration dans l’arbre
discret de l’individu visite´ en t, est donne´e par
Ht := Card{s ≤ t : inf
s≤u≤t
Xu = Xs}. (3)
Ainsi le re´el Zn de´fini par
Zn :=
∫ ∞
0
dt1Ht=n (4)
est la somme des dure´es de vie des individus de la ge´ne´ration n. A` partir de notre construction,
on peut voir que (Zn;n ≥ 0) est un processus de branchement markovien, appele´ processus de
Jirina : Zn+1 = Sn+1(Zn), ou` les (Si) sont des subordinateurs i.i.d. sans de´rive et de mesure
de Le´vy Λ.
Cette description peut se comprendre si l’on envoie les intervalles de vie des individus de la
ge´ne´ration n sur une meˆme droite, en les concate´nant en un intervalle [0, Zn]. Le subordinateur
Sn+1 est alors de´fini sur cet intervalle : ses sauts sont les dure´es de vie des individus de la
ge´ne´ration n + 1. Les temps de saut des subordinateurs correspondent donc exactement aux
points de branchement de l’arbre re´el.
Observons que nous avons retrouve´ directement sur l’arbre de ramification, avec le caveat
qu’il n’est de´fini que dans le cas a` variation finie,
– la ge´ne´alogie a` la Bertoin–Le Gall de´finie par un flot de subordinateurs [16] ;
– la ge´ne´alogie a` la Duquesne–Le Gall–Le Jan de´finie (dans les cas critique et sous-critique)
a` partir d’un processus de Le´vy X sans sauts ne´gatifs [42, 96].
D’autres applications peuvent eˆtre faites du the´ore`me pre´ce´dent, en particulier du point
de vue de la coalescence (voir plus bas). Dans un travail en cours [91], je montre que dans le
cas surcritique, conditionnellement a` la non-extinction, l’arbre de ramification restreint a` ses
branches infinies, est un arbre de Yule. Ce re´sultat reste vrai dans le cas a` variation infinie, ce
qui met en e´vidence le caracte`re discret mais a` croissance ge´ome´trique, du squelette infini d’un
CB-processus.
Dans le paragraphe suivant, nous allons nous inte´resser a` l’arbre associe´ a` un CB-processus
conditionne´ a` ne pas s’e´teindre, et plus ge´ne´ralement a` un CB-processus avec immigration,
note´ CBI-processus (voir Annexe B).
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Ge´ne´alogie des CB-processus avec immigration (Section 3.1). Dans le cas des proces-
sus de BGW, on peut associer une ge´ne´alogie aux processus avec immigration en ajoutant aux
sous-arbres issus des migrants une e´pine dorsale infinie simple sur laquelle on greffe les paquets
de migrants arrivant a` la meˆme ge´ne´ration [98]. En nous inspirant de cette ide´e nous constru-
isons l’analogue du processus de contour du paragraphe pre´ce´dent, soit X⋆, correspondant a`
un arbre avec immigration.
Un CBI-processus est caracte´rise´ par son me´canisme de branchement ψ, exposant de Laplace
d’un processus de Le´vy X sans sauts ne´gatifs, et par un me´canisme d’immigration φ, exposant
de Laplace d’un subordinateur Y (voir Annexe B). Un processus X⋆ est alors de´fini comme
le processus X tue´ lorsqu’il atteint 0, et ressuscite´ instantane´ment par les sauts de Y (voir
Section 3.1 pour plus de de´tails, en particulier si Y a un coefficient de de´rive non nul). Nous
lui appliquons la fonctionnelle de hauteur similaire a` (3), sauf qu’ici les trajectoires sont a`
variation infinie, et nous devons donc e´crire :
H⋆t := lim
ε↓0
1
ε
∫ t
0
1{X⋆s−infs≤r≤tX⋆r<ε}ds.
Alors (H⋆t ; t ≥ 0) est transient (mais n’est pas markovien), et nous pouvons de´finir le processus
de ses temps locaux Z⋆, c’est-a`-dire que (Z⋆a , a ≥ 0) est la densite´ de sa mesure d’occupation
de [0,∞) (de fac¸on similaire a` (4)). Nous montrons enfin que Z⋆ est un CBI(ψ, φ). Ce re´sultat
a pour corollaire le the´ore`me suivant.
The´ore`me 8 Soit X un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs, d’exposant de Laplace ψ,
re´current, conditionne´ a` rester positif, issu de 0 (voir Annexe A). Soit H sa fonctionnelle
de hauteur. Alors le processus des temps locaux de H est un CBI(ψ, φ), avec φ(λ) = ψ(λ)/λ.
Lorsque ψ(λ) = λ2/2, ce dernier the´ore`me se re´duit au the´ore`me de Ray–Knight–Williams
[124], dont on peut donc en voir ici une ge´ne´ralisation. Le mouvement brownien conditionne´
a` rester positif est un processus de Bessel de dimension 3 (BES(3)), invariant en loi par la
fonctionnelle de hauteur. Le the´ore`me de Ray–Knight–Williams assure que le processus des
temps locaux d’un BES(3) est un carre´ de Bessel de dimension 2, qui n’est autre, en effet,
qu’un CBI(ψ, φ), avec ψ(λ) = λ2/2 et φ(λ) = λ/2.
Nous terminons ce programme en nous attaquant a` une approche populaire en ge´ne´tique des
populations : la coalescence, que nous cherchons a` appliquer a` nos populations branchantes.
Coalescence pour les arbres de ramification (Section 4.2 et Sous-section 4.4.2).
Les deux travaux que nous voulons re´sumer ici peuvent s’exprimer dans un meˆme cadre, celui
des arbres de ramification.
Dans la Section 4.2, meˆme si ce n’est pas manifeste a` la premie`re lecture, nous e´chantillonnons
n points d’un arbre de ramification, soit (ui, τi)i=1,...,n uniforme´ment au hasard dans l’ensemble
des instants de vie ve´cus par les individus de la ge´ne´ration k (fixe´). Les individus ui peuvent
eˆtre distincts ou pas, et ils ont la profondeur ge´ne´alogique |ui| = k. Nous nous inte´ressons ici
a` la structure ge´ne´alogique discre`te de l’e´chantillon (ui). Le temps de coalescence entre deux
individus est le nombre de ge´ne´rations qu’il faut remonter avant de trouver leur plus re´cent
anceˆtre commun.
Nous avions de´signe´ par Zk la mesure de Lebesgue de l’ensemble des instants ve´cus par
les individus de la ge´ne´ration k, c’est-a`-dire la somme de leurs dure´es de vie. Rappelons que
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Zk = S(Zk−1) ou` S est un subordinateur inde´pendant de Zk−1, et que les sauts de S sont
lesdites dure´es de vie. Ainsi deux points ont un temps de coalescence e´gal a` 0 s’ils sont dans
la meˆme composante connexe de l’image de S. S’ils sont dans deux composantes connexes
distinctes, on peut leur associer deux temps de sauts distincts, qui sont a` nouveau deux points
inde´pendants et uniforme´ment distribue´s dans l’intervalle [0, Zk−1]. Cette re´cursion ne peut se
faire si simplement dans le cas a` variation infinie, qui est traite´ dans la Section 4.2, mais utilise
les flots continus de subordinateurs de´finis dans [16]. Contrairement au cas discret, on trouve
alors que pour un e´chantillon uniforme, trois points ou plus ne peuvent avoir d’anceˆtre commun
a` la meˆme ge´ne´ration (qui est ici un nombre re´el), c’est-a`-dire que les collisions multiples ont
une probabilite´ nulle.
De plus, en faisant tendre la ge´ne´ration t de l’e´chantillonnage vers l’infini, nous de´terminons
la loi quasi–stationnaire du coalescent d’un e´chantillon uniforme. Dans le cas brownien, date et
ge´ne´ration se confondent, si bien que la ge´ne´ration t est l’intersection de la droite horizontale de
hauteur t avec le graphe du mouvement brownien re´fle´chi (qui est ici le processus de contour). En
faisant tendre t→∞ et en renormalisant, nous obtenons l’excursion brownienne conditionne´e
a` atteindre la hauteur 1, dont la ge´ne´alogie est tre`s proche de celle de l’arbre continu brownien
(CRT d’Aldous [1], qui, lui, est associe´ a` l’excursion brownienne conditionne´e a` eˆtre de dure´e
de vie 1).
The´ore`me 9 Le temps de coalescence T entre deux points pris uniforme´ment au hasard a` la
hauteur 1, de l’arbre associe´ a` l’excursion brownienne conditionne´e (a` atteindre la hauteur 1)
a une densite´ donne´e par
P(T ∈ ds)/ds = −2 1 + s
(1 − s)3 ln s−
4
(1− s)2 s ∈ (0, 1).
Son espe´rance vaut E(T ) = (π2/3) − 3.
Dans la Sous-section 4.4.2, nous nous inte´ressons cette fois a` tous les points (ui, τi)i tels
que τi = τ pour tout i, c’est-a`-dire que les (ui) sont exactement les individus vivant au temps
τ , en nombre Ξτ . Ces individus u1, . . . , uΞτ sont range´s dans l’ordre dans lequel ils sont visite´s
par le processus de contour. Dans l’e´tiquetage de Ulam–Harris–Neveu, cet ordre est l’ordre
lexicographique associe´ a` la nume´rotation des fratries qui de´bute par le plus jeune. Pour i < Ξτ ,
on appelle ai la date ou` la ligne´e continue commune a` ui et ui+1 issue de 0 se divise en deux
(et aΞτ := 0), c’est-a`-dire que τ − ai est le temps de coalescence entre deux points conse´cutifs
de date τ , dans l’arbre re´el (voir Fig. 4.1 p.37). En utilisant le The´ore`me 7, et en recyclant sa
notation X pour le processus de contour, qui est donc un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs,
on obtient le re´sultat suivant.
The´ore`me 10 La suite (ai)1≤i≤Ξτ−1 est une suite de v.a. inde´pendantes tue´e a` son premier
0. De plus, ces v.a. sont toutes distribue´es comme inftXt ou` X est issu de τ et tue´ lorsqu’il
sort de l’intervalle (0, τ ].
Dans le cas a` variation infinie, il faut remplacer cette suite de v.a. i.i.d. par un processus
ponctuel (travail en cours). Cette description permet e´galement d’obtenir des re´sultats sur la
composition alle´lique de la population, lorsque l’on jette sur l’arbre un nuage poissonien de
mutations ponctuelles [91].
Chapitre 1
Ge´ne´tique des Populations et
Dynamique Adaptative
Introduction
Apre`s que Ire´ne´e-Jules Bienayme´ [70] puis Sir Francis Galton et son ami le Re´ve´rend Watson
[123] eurent de´fini et e´tudie´ le processus de branchement [78], il a fallu attendre les anne´es 1920
pour que l’on s’y penchaˆt a` nouveau. Il est tout a` fait remarquable que ce regain d’inte´reˆt pour
les processus dits de Bienayme´–Galton–Watson (BGW) ait e´te´ duˆ a` des questions de ge´ne´tique
des populations, discipline initie´e par les trois pionniers qu’en furent J.B.S Haldane, S. Wright
et R.A. Fisher (voir par exemple [58, 68, 127]). Parmi les innombrables travaux de re´fe´rence
e´crits par (les ennemis jure´s qu’e´taient) ces deux derniers, on n’a pas oublie´ le mode`le de
Wright–Fisher, ou` la population est par hypothe`se de taille constante. Depuis, les ge´ne´ticiens
des populations ont traditionnellement travaille´ sous cette hypothe`se [32, 44, 52, 99], et ce
sont plutoˆt les chercheurs en e´cologie, ou e´cologues, qui utilisent les processus de branchement
[88, 113].
Une des questions centrales en ge´ne´tique des populations est de comprendre comment
survient le changement dans la structure ge´ne´tique d’une population. Le nombre de types
pre´sents augmente par mutation (ou migration) et diminue par extinction (ou migration). En
l’absence de mutations, cette question se re´duit a` e´tudier les e´ve´nements de fixation (par ex-
emple, leur probabilite´ ou leur temps espe´re´), c’est-a`-dire les instants ou` la population devient
monomorphe, un type remplac¸ant tous les autres. En simplifiant la biologie a` l’extreˆme, on
distingue les effets de la stochasticite´ de´mographique (ale´a lie´ aux e´ve´nements de naissance et
de mort), appele´e de´rive ge´ne´tique, de ceux de la se´lection (situation ou` les porteurs de certains
types laissent davantage de descendants aux ge´ne´rations a` venir). Lorsque, dans nos mode`les,
la population est e´changeable, on parle de neutralite´ selective, et la seule force a` l’œuvre est la
de´rive ge´ne´tique. Si au contraire, des types diffe´rents confe`rent des comportements reproduc-
tifs diffe´rents a` leurs porteurs, il peut eˆtre utile de tenter de de´finir une valeur se´lective, ou
« fitness », qui indique l’avantage (positif ou ne´gatif) de chaque type du point de vue de la
se´lection.
Dans les deux ou trois dernie`res de´cennies, la recherche mathe´matique en ge´ne´tique e´volutive
a connu deux de´veloppements paralle`les, l’un initie´ par la the´orie de la coalescence [2, 14, 44,
84] (voir Introduction du Chapitre 4), et l’autre par la the´orie de la dynamique adaptative
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[35, 36, 37]. La premie`re se situe dans le sillage de la ge´ne´tique des populations, tandis que
la deuxie`me appartient plutoˆt a` l’e´cologie the´orique. La the´orie de la dynamique adaptative
s’attache a` rendre compte de deux aspects de biologie des populations qui sont occulte´s par la
ge´ne´tique des populations classique : 1) la complexite´ des interactions e´cologiques (compe´tition,
coope´ration, pre´dation, etc.) et 2) la fac¸on dont la fitness d’un type peut de´pendre de l’e´tat
global de la population (en particulier la fre´quence des autres types).
Le fait qu’un processus de branchement surcritique puisse connaˆıtre une expansion inde´finie
est un inconve´nient, tant du point de vue de la dynamique des populations (tailles de popula-
tions illimite´es) que de la ge´ne´tique des populations (coexistence inde´finie de plusieurs types).
Supposer, comme dans les mode`les classiques de ge´ne´tique des populations, que la taille de la
population est constante, n’est pas non plus satisfaisant. En effet, cette dernie`re hypothe`se est
une approximation de la stationnarite´ des populations. Mais cette stationnarite´ devrait plutoˆt,
a` mon sens, e´merger de mode`les de dynamique ou` l’abondance de la population s’auto-re´gule,
par exemple sous l’effet de la compe´tition pour les ressources. Un tel mode`le, le processus de
branchement logistique, est pre´sente´ dans la Section 1.1, ou` il est e´tudie´ dans le cadre de la
dynamique des populations (comportement asymptotique). Dans la Section 1.2, ce mode`le est
exploite´ sous l’angle de la ge´ne´tique des populations (probabilite´s de fixation). Enfin, dans la
Section 1.3, nous nous plac¸ons dans l’e´chelle des temps de la dynamique adaptative, ou` la pop-
ulation est dans son e´tat stationnaire, et ou` les e´ve´nements de fixation sont quasi-instantane´s.
1.1 Le processus de branchement logistique (#5)
Nous cherchons ici a` munir le processus de branchement d’un me´canisme d’autore´gulation
de la densite´, en ajoutant aux naissances et aux morts naturelles qui arrivent avec des taux
line´aires (en la taille de la population), des morts supple´mentaires qui surviennent a` un taux
quadratique. Ce terme de mort additionnelle, dit de compe´tition, est motive´ par l’utilisation
intensive en e´cologie du mode`le de croissance logistique, depuis A. Que´telet et P.F. Verhulst
(vers 1835, voir [34]) et leurs he´ritiers (R. Pearl, L. Reed, A. Lotka, V. Volterra,...). Ce mode`le
est de´fini via l’e´quation diffe´rentielle ordinaire (EDO) suivante :
dZt = rZtdt− cZ2t dt t ≥ 0. (1.1)
La version stochastique que nous en donnons est un processus de branchement en temps continu
dit densite´-de´pendant, que nous appelons « processus de branchement logistique », en abre´ge´
LB-processus.
Dans le cadre discret, les individus donnent naissance comme dans le cas du branchement
pur (inde´pendamment, a` taux constant b, a` des porte´es de tailles i.i.d.), mais peuvent mourir
soit naturellement (a` taux constant d), soit par pression de compe´tition (quand la population
est de taille totale n : a` taux c(n−1), proportionnellement au nombre de conspe´cifiques vivants).
Par conse´quent, les taux de transition du processus de branchement logistique sont{
n→ n+ k a` taux nπk
n→ n− 1 a` taux dn+ cn(n− 1),
Le taux de naissance b est donc e´gal a`
∑
k πk. Le taux de croissance naturelle de la population
est la diffe´rence entre le taux de naissance et le taux de mort naturelle, soit r := b − d. On
remarque qu’en changeant de temps le processus de branchement logistique via la fonctionnelle
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additive
∫ t
0 Zs ds, on obtient un processus R dont le premier saut de n vers n+ k arrive a` taux
πk et le premier saut de n vers n− 1 a` taux d+ c(n− 1).
Dans le cadre continu, l’analogue du processus R est un processus de type Ornstein-
Uhlenbeck [117, p.104], solution d’une e´quation diffe´rentielle stochastique (EDS) du type dRt =
dXt − cRt dt, ou` X est un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs. Le LB-processus est alors
construit en changeant de temps le processus R via la fonctionnelle additive
∫ t
0 ds/Rs. Dans le
cas pre´cis ou` le LB-processus a des trajectoires continues p.s., il peut eˆtre caracte´rise´ comme
l’unique solution forte d’une EDS du type
dZt = rZtdt− cZ2t dt+
√
σZtdBt t ≥ 0. (1.2)
Dans ce cas, nous retenons le nom propose´ par A. Etheridge dans [46], « diffusion de Feller a`
croissance logistique »(voir Annexe B, e´quation (B.1)).
Dans tous les cas (diffusion donne´e par (1.2) ou processus a` sauts), nous avons la dichotomie
suivante. En l’absence de morts naturelles, c’est-a`-dire lorsque le processus de Le´vy X associe´
est croissant (d = 0 dans le cas discret), le LB-processus est re´current. S’il est sans de´rive (pas
de naissances « infinite´simales »), et que sa mesure de Le´vy est de masse finie ρ ve´rifiant en
plus ρ < c, alors il est re´current-nul et dans ce cas il converge en probabilite´ vers 0. Sinon,
il est re´current-positif et sa probabilite´ stationnaire est caracte´rise´e en fonction de c et du
me´canisme de branchement ψ.
En pre´sence de morts naturelles, le LB-processus s’e´teint p.s. Il tend vers 0 sans l’atteindre
ou bien est absorbe´ en 0 selon le meˆme crite`re que le CB-processus associe´ (l’absorption est
e´quivalente a` l’inte´grabilite´ de 1/ψ au voisinage de l’infini, voir Annexe B). Dans ce cas, la loi
de son temps d’extinction est caracte´rise´e graˆce a` la solution d’une e´quation de Riccati faisant
intervenir c et ψ.
Mais surtout, le LB-processus admet une loi d’entre´e en +∞. Dans le cadre discret, ceci
ge´ne´ralise le the´ore`me de Kingman, qui assure que le coalescent « descend de l’infini », aux pro-
cessus de fragmentation et coalescence e´changeables, dits a` fragmentation lente et coalescence
rapide, ve´rifiant une condition de type logL. Ce re´sultat est utilise´ dans [8] dans le cadre des
processus de fragmentation et coalescence, et dans [72], pour l’e´tude de populations spatialise´es
en interaction. Il est expose´ plus en de´tail dans la sous-section 4.4.1.
1.2 Probabilite´s de fixation pour diffusions de Feller en inter-
action (#6)
Nous cherchons ici a` mode´liser la dynamique d’une population dimorphe, c’est-a`-dire com-
pose´e de deux types, le premier e´tant dit re´sident, ou sauvage, et le deuxie`me mutant. Il s’agit
de calculer la probabilite´ de fixation du mutant, ou, autrement dit, de l’extinction du re´sident.
Notre but est de confronter trois mode`les classiques de diffusions bidimensionnelles dans un
cadre unifie´ : le mode`le I est l’analogue d’un mode`le pionnier pour les questions de fixation, le
mode`le II est le mode`le standard en ge´ne´tique des populations moderne, et le mode`le III est
d’inspiration e´cologique (voir section pre´ce´dente).
Nous commenc¸ons par montrer que l’approximation-diffusion classique du mode`le de Wright–
Fisher, dite diffusion de Fisher–Wright (voir par exemple [52, 81, 82]), peut eˆtre obtenue
directement a` partir de diffusions de Feller (voir Annexe B, e´quation (B.1)) inde´pendantes
conditionne´es a` rester de somme constante (que l’on appelle mode`le II). Nous faisons ensuite
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le lien avec des travaux de J.B.S. Haldane [66, 67] et R.A. Fisher [56, 57] sur les processus de
BGW, qui font encore date en ge´ne´tique des populations, en mode´lisant notre population di-
morphe par un couple de diffusions de Feller inde´pendantes (mode`le I). Enfin, nous ame´liorons
ces deux premiers mode`les en autorisant la taille de la population a` fluctuer ale´atoirement et
en couplant les deux dynamiques par de la compe´tition, graˆce a` l’utilisation du processus de
branchement logistique dans sa version diffusion (1.2) (mode`le III). Ce couplage est donne´ par
l’e´quation (2) de la Pre´sentation.
Dans ce cadre unifie´, chaque type dans la population (mutant ou re´sident) est caracte´rise´ par
trois traits de´mographiques : son taux de croissance intrinse`que r, sa variance de reproduction
σ et sa sensibilite´ a` la compe´tition c (suppose´e indiffe´rente au type du compe´titeur). Nous
nous inte´ressons alors a` la probabilite´ de fixation u du mutant, comme fonction de sa fre´quence
initiale p dans la population, de la taille totale initiale de la population z, et des six traits
de´mographiques. Nous montrons que l’on peut line´ariser u au voisinage de la neutralite´ se´lective,
c’est-a`-dire sous le re´gime de la se´lection faible, de la fac¸on suivante :
u = p+ p(1− p)[grsr + gσsσ + gcsc] + o(sr, sσ, sc),
ou` sr = r
′ − r, sσ = σ − σ′ et sc = c − c′ sont les coefficients de se´lection du type mutant, et
gr, gσ, gc sont les coefficients d’invasibilite´ correspondants (l’apostrophe fait re´fe´rence au trait
mutant). Les coefficients d’invasibilite´ sont ainsi nomme´s car ils sont positifs et ne de´pendent
pas de p. Dans chacun des trois mode`les, nous prouvons que gσ = σ
−1 uniforme´ment en les
parame`tres, et que gr ∼ z/σ pour les petites valeurs de z. Comme re´sultat ge´ne´ral, nous
confirmons qu’une re´duction de la variance de reproduction augmente toujours la probabilite´
de fixation (toutes choses e´gales par ailleurs).
Dans le mode`le I, les populations re´sidentes les moins robustes, c’est-a`-dire les plus sus-
ceptibles d’eˆtre envahies par un mutant avantageux, sont les populations re´sidentes en re´gime
critique (r = 0).
Dans le mode`le II, nous obtenons des formules exactes pour u qui nous permettent de mettre
en e´vidence un arbitrage du type « moyenne vs variance ». Plus pre´cise´ment, il est possible
de de´finir une fitness V (r, σ) = r − σ/z, dans la mesure ou` u− p est du signe de la diffe´rence
V ′ − V entre fitness du mutant et du re´sident (voir aussi [61]). On peut e´galement montrer
qu’une de´viation de l’isocline d’invasion V ′ = V est plus be´ne´fique aux alle`les de faible σ (et
donc faible r) qu’a` ceux de fort r (et donc fort σ).
Dans le mode`le III, nous e´tudions le comportement des coefficients d’invasibilite´ : gc croˆıt
avec z comme ln(z)/c, tandis que gr(z) reste au-dessus de z/σ pour z < K := r/c (taille typique
de la population a` l’e´quilibre) pour converger vers une limite finie L > K/σ (voir Fig. 1.1).
Ceci prouve en particulier qu’en ne´gligeant les interactions e´cologiques du type compe´tition,
les ge´ne´ticiens des populations sous-estiment en ge´ne´ral les probabilite´s de fixation dans les
populations en croissance, et les surestiment dans les populations en de´croissance.
1.3 La diffusion canonique de la dynamique adaptative (#7)
On appelle e´chelle des temps e´cologiques l’ordre de grandeur typique du temps mis par une
population a` atteindre son e´tat stationnaire ou celui du temps mis par la fixation d’un mutant
dans une population polymorphe ; on appelle e´chelle des temps e´volutifs l’ordre de grandeur
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Fig. 1.1 – Graphe du coefficient d’invasibilite´ gr (mode`le III, taux de croissance r > 0) en
fonction de la taille z de la population. Ce graphe montre la pente 1/σ en 0+, le changement de
convexite´, l’intersection avec la droite z 7→ z/σ en z1 < r/c =: K, et l’asymptote en L > K/σ.
A` comparer au mode`le I (re´gime critique) et au mode`le II, ou` gr(z) = z/σ.
typique du temps d’apparition d’un mutant dans une population isole´e. L’asymptotique desmu-
tations rares (taux de mutation tre`s faibles), permet de se´parer l’e´chelle des temps e´cologiques
de l’e´chelle des temps e´volutifs : dans cette dernie`re e´chelle de temps, les e´ve´nements de fixa-
tion sont quasiment instantane´s, si bien que les populations peuvent eˆtre conside´re´es comme
perpe´tuellement monomorphes (clonales). La dynamique adaptative est l’e´tude de la dynamique
d’un trait quantitatif (aˆge a` la maturite´, taille adulte,...) e´le´ment de Rk dont la valeur, dans
l’e´chelle des temps e´volutifs, est a` tout instant commune a` toute la population (qui est donc
clonale, meˆme si cette valeur commune du trait peut changer au cours du temps).
Nous conside´rons d’abord un processus de naissance et de mort multitype, ou` les taux de
naissance et de mort de chaque individu de´pendent non seulement de leur trait, mais e´galement
de l’e´tat de la population dans son ensemble. On suppose qu’avec la probabilite´ γµ(x)M(x, dh),
l’enfant d’une me`re de trait x est un mutant dont le trait appartient a` un intervalle de longueur
dh et centre´ sur x+h, ou`M(x, ·) est une mesure de probabilite´ appele´e noyau de mutation. On
note b(x, n) le taux de naissance commun a` tous les individus dans une population monomorphe
de trait x et de taille n. On suppose e´galement qu’un individu seul ne peut mourir (car il ne
subit pas de compe´tition) et que les taux de mort d(x, n) sont minore´s en n de telle manie`re
que la taille de la population soit ergodique. Ainsi, on peut de´finir ξ(x) la taille stationnaire
d’une population clonale de trait x en l’absence de mutations. Enfin, toujours en l’absence de
mutations, pour une population comprenant initialement m individus de trait y (les mutants) et
n de trait x (les re´sidents), on de´signe la probabilite´ de fixation (du trait mutant) par un,m(x, y).
En tout temps t, la population est caracte´rise´e par une mesure de comptage νt e´gale a` la
somme sur tous les individus des masses de Dirac en leur trait. L’asymptotique des mutations
rares est obtenue en faisant tendre γ vers 0 et en acce´le´rant simultane´ment le temps t en t/γ.
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Comme il a e´te´ dit pre´ce´demment, la population est clonale dans cette asymptotique. Plus
pre´cise´ment, nous montrons la convergence faible dans l’espace de Skorohod, du support de la
mesure de comptage vers un singleton se comportant comme un processus de Markov de saut
pur appele´ processus des substitutions de trait, en anglais « trait substitution sequence » (ou
TSS, voir [103]). Le ge´ne´rateur de ce processus est donne´ par les taux de saut q(x, dh) de x
vers x+ h, ou`
q(x, dh) := β(x)χ(x, x+ h)M(x, dh).
Le taux moyen de production de mutants β(x) est donne´ par :
β(x) = µ(x)E(ξ(x)b(x, ξ(x))),
tandis que χ(x, y) est la fitness d’invasion (voir aussi [102]) d’un mutant de trait y dans une
population re´sidente de trait x. Plus pre´cise´ment, χ(x, y) est la probabilite´ de fixation d’un
unique individu mutant de trait y dans une population re´sidente de trait x prise dans son e´tat
stationnaire, mais biaise´ par sa taille et son taux de naissance :
χ(x, y) =
∑
n≥1
P(ξ(x) = n)
nb(x, n)
E(ξ(x)b(x, ξ(x)))
un,1(x, y).
Cette fitness d’invasion contraste avec la fitness d’invasion traditionnelle, prise e´gale au taux
de croissance de la sous-population mutante. Il est a` noter que dans les deux cas la fitness d’un
individu de trait y n’est pas donne´e de fac¸on absolue mais de´pend tout particulie`rement du trait
x de la population re´sidente. Mentionnons que si le support de la mesure de comptage converge
faiblement, il n’en est pas de meˆme pour la mesure elle-meˆme, dont la masse ne converge qu’au
sens des marginales fini-dimensionnelles.
Une deuxie`me asymptotique classique en dynamique adaptative est celle des petites mu-
tations. On suppose d’abord que le mutant moyen est identique a` sa me`re, c’est-a`-dire que le
moment d’ordre 1 du noyau de mutation
∫
hM(x, dh) est nul pour tout x. Ensuite le noyau
de mutation est renormalise´ par la contraction h 7→ ǫh et le temps t est acce´le´re´ en t/ǫ2.
Quelques hypothe`ses techniques additionnelles permettent d’obtenir la convergence faible du
processus des substitutions de trait vers une diffusion (Zt, t ≥ 0) appele´e diffusion canonique
de la dynamique adaptative, satisfaisant l’e´quation diffe´rentielle stochastique suivante :
dZt = β(Zt)σ
2(Zt) · ∇2χ(Zt, Zt)dt +
√
β(Zt)χ(Zt, Zt)σ(Zt) · dBt, (1.3)
ou` σ est la racine carre´e de la matrice de variance-covariance du noyau de mutation, B est
le mouvement brownien k-dimensionnel standard, et ∇2 de´signe le gradient par rapport a` la
seconde variable. On peut alors voir la diffusion obtenue comme une version stochastique de ce
qu’on appelle l’e´quation canonique de la dynamique adaptative [25, 26, 36]. Mais cette e´quation
canonique ne peut s’obtenir qu’apre`s une asymptotique de grandes populations, seule la fixation
de mutants avantageux y est possible. Ici, au contraire, le terme diffusif additionnel dans (1.3)
incarne la de´rive ge´ne´tique, c’est-a`-dire a` la fixation occasionnelle de mutants par stochasticite´,
inde´pendamment de leur fitness.
Nous conside´rons maintenant une population mode´lise´e par un processus de branchement
logistique ou par un processus de Moran a` deux types. L’objectif est de de´terminer le com-
portement de la probabilite´ de fixation d’un mutant au voisinage de la neutralite´ dans la meˆme
veine que dans la Section 1.2. Remarquons effectivement graˆce a` (1.3), que la seule difficulte´
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dans la de´termination des coefficients de la diffusion canonique de la dynamique adaptative,
consiste a` calculer le gradient de la fitness d’invasion, et donc des probabilite´s de fixation, au
voisinage de la neutralite´.
Dans le cas du processus de branchement logistique, les caracte´ristiques dynamiques sont,
pour i, j ∈ {1, 2}, le taux de naissance bi (resp. de mort di) du morphe i, et cij le taux de
compe´tition subie par le morphe i de la part du morphe j. Ainsi le processus des substitutions
de trait, applique´ au cas logistique, suit la dynamique du trait (b1, c11, d1) de la population
dans son e´tat clonal, dans l’e´chelle des temps e´volutifs.
Il est pratique de de´composer les de´viations entre re´sident et mutant en cinq coefficients
fondamentaux, de manie`re a` exprimer les caracte´ristiques dynamiques de la population, soit B
(vecteur des taux de naissance), C (matrice des taux de compe´tition), D (vecteur des taux de
mort), sous la forme
B = b1+
(
0
λ
)
, C = c1−
(
0 0
δ δ
)
+
(
0 α
0 α
)
−
(
0 ε
ε 0
)
, D = d1−
(
0
σ
)
,
ou` 1 de´signe une matrice de 1 aux dimensions ad hoc, et ou` nous appelons s := (λ, δ, α, ε, σ)′ les
coefficients de se´lection du mutant par, resp., la fertilite´, la de´fense, l’agressivite´, l’isolement et
la survie. Nous montrons alors que la probabilite´ de fixation u du mutant sous faible se´lection
se line´arise en
u = p+ v′.s+ o(s),
ou` p := n/n+m est la fre´quence initiale du mutant et v = (vλ, vδ , vα, vε, vσ) est appele´ gradient
de se´lection. Plus pre´cise´ment, les coefficients du gradient peuvent s’e´crire
vιn,m = p (1− p) gιn+m ι 6= ε,
vεn,m = p (1− p) (1− 2p) gεn+m
Les coefficients g de´pendent uniquement des caracte´ristiques b, c, d du re´sident, et de la taille
initiale totale de la population n+m. Nous les appelons par conse´quent coefficients d’invasibilite´
(du re´sident), et caracte´risons leur comportement asymptotique (en la taille n de la population).
Par ailleurs, il est inte´ressant de noter que gα = gσ. Les coefficients d’invasibilite´ gδn et g
ε
n se
comportent comme ln(n)/c lorsque la taille n de la population re´sidente est grande, tandis que
les invasibilite´s gλn, g
α
n et g
σ
n convergent vers une valeur finie lorsque n→∞.
Dans le cas ou` le trait est scalaire et ou` le taux de compe´tition c(x, y) ne de´pend que de
|x− y|, la diffusion canonique ne de´pend pas de c et est donne´e par
dZt = r(Zt)dt + σ(Zt)µ(Zt)
1/2
(
b(Zt)
1− e−b(Zt) − 1
)1/2
dBt,
ou`
r(z) =
1
2
µ(z)σ(z)2
(
1 +
4
b(z)
+
b(z)− 4
1− e−b(z)
)
b′(z).
Dans le cas du mode`le de Moran dimorphe a` taille fixe´e N + 1, chaque paire d’individus de
traits (x, y) est remplace´e par une paire d’individus de traits (y, y), a` taux constant e´gal a`
c1(x, y) si x est le trait re´sident et c2(x, y) si y est le trait re´sident. On peut alors montrer que
la diffusion canonique est donne´e par :
dZt = r(Zt)dt+ σ(Zt)
√
Nµ(Zt)c(Zt, Zt)dBt,
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ou` c(x, x) := c1(x, x) = c2(x, x), ou`
r(z) =
1
2
µ(z)N2σ(z)2
∂
∂y
f(z, z),
et f est la fitness d’invasion donne´e par f(x, y) := c1(x, y)− c2(y, x).
Chapitre 2
Quasi–stationnarite´ et transforme´es
harmoniques de Doob
Introduction
Soit Y un processus de Markov fort, et T son premier temps de sortie du bore´lien B, qui
sera pris e´gal a` (0, a) dans la premie`re section, et a` (0,∞) dans les deux autres. Dans ce dernier
cas, T s’interpre`te comme un temps d’extinction.
Dans ce cadre, une distribution quasi-stationnaire (DQS) pour Y est une mesure de prob-
abilite´ ν sur B telle que pour tout bore´lien A ⊂ B,
Pν(Yt ∈ A | T > t) = ν(A) t ≥ 0.
Lorsqu’elle existe, une DQS particulie`re est la distribution µ dite distribution de Yaglom [128],
de´finie comme la limite des marginales conditionnelles de Y pour des mesures initiales de type
Dirac :
µ(A) := lim
t→∞
Px(Yt ∈ A | T > t).
Une autre approche consiste a` construire le processus Y conditionne´ a` ne jamais quitter B, dit
aussi, lorsque B = (0,∞), conditionne´ a` ne jamais s’e´teindre. Il s’agit du processus dont les
trajectoires Ft-mesurables sont les limites de celles de Y conditionne´es par T > t+ s, lorsque
s→∞. Dans le cas ou` B = (0,∞), le nouveau processus est fre´quemment appele´ Q-processus
[4]. La loi P↑ du processus conditionne´ a` ne pas quitter B peut ge´ne´ralement eˆtre obtenue a`
partir de P graˆce a` une h-transforme´e, ou transforme´e harmonique de Doob, via une certaine
martingale D, c’est-a`-dire que pour tout e´ve´nement Θ ∈ Ft,
lim
s→∞
Px(Θ | T > t+ s) =: P↑x(Θ) = Ex
(
Dt
D0
,Θ
)
.
L’e´tude de la quasi-stationnarite´ est due originalement a` l’e´cole russe, dans le cadre des
processus de BGW [87, 120, 128], puis s’est ge´ne´ralise´e aux chaˆınes de Markov [119] et aux
processus de naissance et de mort [39], mais toujours dans l’esprit de conditionner a` la non-
extinction. Dans ce meˆme esprit, cette e´tude s’est e´tendue aux processus de diffusion [93],
et aux superprocessus [47, 50, 115], paralle`lement a` une e´tude plus syste´matique (que la non-
extinction) des processus de Markov [122], en particulier des diffusions (voir le papier fondateur
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de P. Mandl [100] suivi de nombreux articles parmi lesquels [31, 55, 121]) et des superproces-
sus [105]. La litte´rature sur ce sujet est abondante, et l’on pourra trouver une bibliographie
re´gulie`rement mise a` jour sur la page web de P.K. Pollett [112].
Le plan de ce chapitre est simple. Dans la Section 2.1, nous e´tudions les processus de
Le´vy sans sauts positifs conditionne´s a` ne jamais quitter un intervalle fini. La Section 2.2 est
consacre´e a` l’e´tude des DQS des CB-processus, et de leur conditionnement a` ne pas s’e´teindre.
La meˆme question est traite´e pour les diffusions de Feller ge´ne´ralise´es dans la Section 2.3.
2.1 Processus de Le´vy confine´ dans un intervalle (#1)
On conside`re un processus de Le´vy sans sauts positifsX dont les marginales sont absolument
continues. On de´signe par T le premier temps de sortie de (0, a). Le processus X conditionne´
a` ne jamais quitter l’intervalle (0, a), au sens donne´ plus haut, est un processus de Markov
dit processus de Le´vy confine´ dans (0, a). F.B. Knight [86] avait de´ja` montre´ l’existence du
mouvement brownien confine´ dans (0, a), que L. Chaumont [28] a ge´ne´ralise´ aux processus de
Le´vy, mais uniquement dans le cas ou` a =∞. Le premier de ces processus est appele´ processus
brownien tabou avec e´tats tabous 0 et a, et le deuxie`me est appele´ processus de Le´vy conditionne´
a` rester positif (voir Annexe A).
La loi Pl du processus confine´ peut eˆtre obtenue comme h-transforme´e de P au sens de Doob,
via une certaine martingale (Dt; t ≥ 0), que l’on a pu exhiber graˆce a` un travail ante´rieur de
J. Bertoin [10], et qui est relie´e a` la fonction d’e´chelle W du processus de Le´vy initial (voir
Annexe A).
Sous Pl, X est ergodique dans (0, a), et nous caracte´risons sa mesure stationnaire. Cette
mesure de probabilite´ posse`de une densite´ qui est unimodale, et, de plus, syme´trique par rapport
a` a/2. Ce dernier point peut eˆtre vu comme une conse´quence du fait que l’excursion du processus
confine´ hors de {a/2} est invariante par retournement simultane´ du temps et de l’espace (dualite´
des processus de Le´vy).
Nous donnons e´galement la loi sous Pl des premiers temps de sortie d’un sous-intervalle, de
passage au-dessus, et de passage en-dessous, d’un certain niveau. Par ailleurs, il s’ensuit que
les ope´rations qui consistent a` conditionner un processus de Le´vy a` rester dans un intervalle,
fini ou infini, commutent.
Une section est de´die´e a` la mesure d’excursion du processus confine´ hors d’un point, qui
est absolument continue par rapport a` la mesure d’excursion du processus initial. La de´rive´e
de Radon–Nikodym associe´e est simplement eρV 1V <T , ou` V est la dure´e de vie de l’excursion,
et ρ est le taux de de´croissance exponentielle de la queue de T sous P.
Nous e´tudions ensuite le comportement asymptotique du supre´mum St = sups≤tXs, quand
t → ∞. Nous montrons d’abord, graˆce au the´ore`me des fonctions implicites, que le taux de
de´croissance ρ comme fonction de la largeur a de l’intervalle, est une fonction strictement
de´croissante de classe C1 sur (0,∞). Nous montrons alors que t(a− St) converge en loi quand
t→∞ vers une v.a. exponentielle de parame`tre |ρ′(a)|, et que
lim sup
t→∞
t(a− St)
ln(ln(t))
=
1
|ρ′(a)| p.s.
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En particulier, dans le cas du mouvement brownien confine´ (le brownien tabou de Knight),
lim sup
t→∞
t(a− St)
ln(ln(t))
=
a3
π2
p.s.
Les processus de Le´vy confine´s de´finis dans ce travail ont e´te´ utilise´s ulte´rieurement a` diverses
reprises, voir notamment [5, 38, 89, 108, 109].
2.2 Quasi–stationnarite´ et CB-processus (#8)
On de´signe par Z un CB(ψ) et par −ρ := −ψ′(0+) son parame`tre malthusien. Cette
de´nomination est due au fait que E(Zt) = E(Z0) exp(−ρt) (voir Annexe B). On suppose que Z
est critique (ρ = 0) ou sous-critique (ρ > 0). On fait e´galement l’hypothe`se que Z est absorbe´
en 0 p.s. (voir [106] lorsque ce n’est pas le cas). On appelle temps d’extinction T son premier
temps d’atteinte de 0.
Nous montrons que dans le cas sous-critique les DQS de Z forment une famille stochas-
tiquement de´croissante (νλ) de probabilite´s indice´es par λ ∈ (0, ρ]. De plus, la DQS νρ est la
distribution de Yaglom, au sens donne´ en introduction.
Dans les cas sous-critique comme critique, on peut de´finir le processus Z conditionne´ a`
ne pas s’e´teindre, ou Q-processus. Sa loi P↑ peut eˆtre obtenue a` partir de P graˆce a` une h-
transforme´e de Doob via la martingale D, ou` Dt = Zte
ρt.
Le Q-processus est en fait un CBI(ψ, φ), c’est-a`-dire un CB-processus avec immigration
(voir Annexe B), ou` φ est (l’exposant de Laplace d’un subordinateur) donne´ par φ = ψ′−ρ. Ce
re´sultat indique que l’arbre conditionne´ a` ne pas s’e´teindre peut eˆtre de´compose´ en une e´pine
dorsale infinie (« spine»), sur laquelle sont greffe´s des sous-arbres (sous-)critiques de me´canisme
de branchement ψ, dont les tailles initiales sont de´crites par le me´canisme d’immigration φ.
Voir chapitre suivant, Section 3.1.
Dans le cas sous-critique, et sous une condition de type L logL, le Q-processus est ergodique,
et sa loi stationnaire est la biaise´e par la taille de la distribution de Yaglom νρ. En particulier, la
loi stationnaire du Q-processus domine stochastiquement la loi quasi-stationnaire du processus
initial. Nous montrons en fait que ceci est un re´sultat plus ge´ne´ral qui s’applique a` tous les
processus de Markov Y a` valeurs positives absorbe´s p.s. en 0, pourvu que les applications
x 7→ Px(Yt > 0) soient toutes croissantes.
Nous nous penchons enfin sur le cas ou` ψ est un polynoˆme du second degre´ (processus de
diffusion) ou une fonction puissance d’exposant α ∈ (1, 2)) (processus stables). Dans le cas des
diffusions, il existe σ > 0 et r ≤ 0 tels que
dZt = rZtdt+
√
σZtdBt,
ou` B est le mouvement brownien, et alors le Q-processus Z↑ est solution de
dZ↑t = rZ
↑
t dt+
√
σZ↑t dBt + σdt,
ou` le dernier terme s’interpre`te donc naturellement comme une immigration infinite´simale
instantane´e. Dans le cas stable, nous montrons que le CB-processus Z est solution de
dZt = Z
1/α
t− dXt,
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ou` X est un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs d’exposant de Laplace λ 7→ λα, et que le
Q-processus ve´rifie alors
dZ↑t = (Z
↑
t−)
1/αdXt + dσt,
ou` σ est un subordinateur d’exposant de Laplace ψ′ independant de X, qui peut eˆtre vu, ici
encore, comme un terme d’immigration instantane´e.
Une partie de ce papier e´tait contenue dans ma the`se de doctorat, et a e´te´ reprise dans
plusieurs travaux, voir notamment [40] et [90, Chapitre 10]. Une intersection non vide a e´te´
publie´e inde´pendamment dans [97], toutefois l’existence duQ-processus dans toute sa ge´ne´ralite´
remonte a` [115].
2.3 Quasi–stationnarite´ et diffusions de Feller ge´ne´ralise´es (#12)
Le point de de´part de ce travail e´tait la diffusion de Feller logistique (1.2), mais nous allons
conside´rer plus ge´ne´ralement les diffusions du type
dZt = h(Zt)dt +
√
σZtdBt t ≥ 0,
appele´es diffusions de Feller ge´ne´ralise´es, par re´fe´rence a` la diffusion de Feller ou` h est line´aire
(CB-processus), voire nulle (voir Annexe B, e´quation (B.1)). Ces diffusions apparaissent comme
limites de processus de naissance et de mort dont la somme des taux per capita de naissance et
de mort ne de´pend pas de la taille z de la population, mais dont la diffe´rence (qui est aussi le
taux de croissance) varie avec z comme h(z)/z. La fonction h de re´fe´rence est h(z) = rz − cz2
(diffusion de Feller logistique).
Par un changement de variable de´terministe, on se rame`ne a` l’e´tude des diffusions X du
type
dXt = dBt − q(Xt)dt t ≥ 0,
ou` q est une fonction qui tend vers +∞ aux deux bornes de son intervalle de de´finition (0,∞).
On note T0 le premier temps d’atteinte de 0 par X, dont on suppose qu’il est fini p.s.
(H1), et l’on de´finit µ comme la mesure sur (0,∞) dont la densite´ est x 7→ exp(−2 ∫ x1 q(y) dy).
Nous montrons alors que toutes les densite´s marginales de la diffusion X issue de x et tue´e
en T0 sont dans L
2(µ), puis que son ge´ne´rateur infinite´simal L s’e´tend a` un ope´rateur auto-
adjoint sur L2(µ). Sous une hypothe`se technique supple´mentaire (H2), nous utilisons la the´orie
spectrale des ope´rateurs de Schro¨dinger [7] pour prouver que −L a un spectre purement discret
0 < λ1 < λ2 < · · · , ce qui nous permet d’e´crire uniforme´ment pour (t, x, y) dans tout compact
de (0,∞)3,
Px(Xt ∈ dy, t < T0) =
∞∑
k=1
e−λkt ηk(x) ηk(y) dy,
ou` (ηk) est une base orthonorme´e de L
2(µ), telle que pour tout entier k, Lηk = −λkηk, et η1
est croissante et strictement positive sur (0,∞).
Nous exhibons ensuite deux conditions (H3 et H4) sur q, dont chacune constitue une con-
dition suffisante pour que η1 soit dans L
1(µ). Lorsque tel est le cas, nous de´finissons la mesure
dν1 := (
∫
η1dµ)
−1 η1 dµ. Nous montrons que pour toute probabilite´ initiale a` support compact,
la loi conditionnelle de Xt (sachant t < T0) converge (exponentiellement vite a` taux λ2) vers
ν1, qui est donc sa distribution quasi-stationnaire de Yaglom.
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Nous montrons e´galement l’existence d’un Q-processus (processus X conditionne´ a` ne ja-
mais atteindre 0) dont la loi, ici encore, s’obtient par transforme´e harmonique de Doob via une
martingale D, ou` Dt = e
λ1tη1(Xt). De plus, ce Q-processus est ergodique, et sa probabilite´
stationnaire est η21 dµ, qui est donc absolument continue par rapport a` la DQS de Yaglom ν1,
avec de´rive´e de Radon-Nikodym croissante, e´gale a` (
∫
η1dµ) η1. Cette domination stochastique
de la DQS de Yaglom par la probabilite´ stationnaire du Q-processus pouvait eˆtre pre´dite graˆce
a` un re´sultat cite´ dans la section pre´ce´dente.
Nous nous inte´ressons enfin a` la question de l’unicite´ de la DQS. Nous montrons d’abord de
manie`re ge´ne´rale, qu’une diffusion admettant une unique DQS doit ne´cessairement descendre
de l’infini, au sens ou` il existe un re´el y > 0 et un temps t > 0 tels que
lim
x↑∞
↓ Px(Ty < t) > 0.
Nous exhibons ensuite une condition (H5) qui e´quivaut au fait que X descende de l’infini. Si en
plus de H5, les conditions H1, H2 et H3 (ou H4) sont ve´rifie´es alors (il existe une DQS ν1 et)
ν1 est la seule DQS. Nous aurions aime´ savoir si la descente de l’infini garantit non seulement
l’unicite´, mais aussi l’existence, d’une DQS ; nous montrons que c’est le cas pour les processus
de naissance et de mort.
Pour revenir aux diffusions de Feller ge´ne´ralise´es, l’existence de la DQS de Yaglom et du Q-
processus sont garanties de`s que h(x)/
√
x tend vers −∞ lorsque x→∞. Pour avoir la descente
de l’infini et l’unicite´ de la DQS, il suffit que 1/h soit inte´grable au voisinage de l’infini.
Chapitre 3
Processus de Branchement a` Espace
d’E´tats Continu et Processus de
Le´vy
Introduction
Nous ne donnons pas ici de pre´cisions techniques comme dans les chapitres pre´ce´dents, et
nous laissons plutoˆt le lecteur se reporter aux Annexes A et B.
Dans la Section 3.1, nous ge´ne´ralisons la ge´ne´alogie des CB-processus de´couverte par J.-F.
Le Gall et ses collaborateurs (Y. Le Jan, T. Duquesne) aux CB-processus avec immigration. Ce
travail nous permet d’obtenir une extension du the´ore`me de Ray–Knight–Williams [124]. Dans
la Section 3.2, nous e´tudions les arbres de ramification et leur contour, ce qui fournit un lien
entre les ge´ne´alogies de CB-processus a` la Le Gall–Le Jan [96], et les ge´ne´alogies a` la Bertoin–Le
Gall [16]. Ces deux types de ge´ne´alogies induisent d’ailleurs des bijections entre CB-processus
et processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs, au premier rang desquelles figure la repre´sentation de
Lamperti. Une de´monstration probabiliste de cette repre´sentation est expose´e dans la Section
3.3.
3.1 La ge´ne´alogie des CB-processus avec immigration (#3)
Dans le but d’e´tendre la construction des super-mouvements browniens aux superprocessus
a` me´canismes de branchement quelconques (le lecteur inte´resse´ pourra se re´fe´rer a` [94]), J.-F.
Le Gall, en collaboration avec Y. Le Jan [96] puis avec T. Duquesne [42], a mis en e´vidence
la ge´ne´alogie des processus de branchement a` espace d’e´tats continu (CB-processus). Cette
ge´ne´alogie est de´crite par un processus non-markovien appele´ le processus de hauteur. Son
e´quivalent dans le cas discret est le processus des profondeurs successives des sommets d’un ar-
bre fini parcourus dans l’ordre lexicographique. Nous de´finissons ici la ge´ne´alogie des processus
de branchement avec immigration (CBI), dans la meˆme veine, dont nous de´rivons une exten-
sion du the´ore`me de Ray–Knight–Williams. La construction de cette ge´ne´alogie est inspire´e des
de´compositions en e´pine dorsale (« spine ») des processus de branchement conditionne´s a` ne
pas s’e´teindre (voir chapitre pre´ce´dent, Section 2.2), que l’on peut aise´ment de´crire dans le cas
discret : e´tant donne´ un arbre de BGW avec immigration, ou` les migrants n’ont donc pas de
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parent, on se donne une ligne´e infinie simple d’individus « adoptifs », et pour tout entier n, les
migrants arrivant a` la ge´ne´ration n sont adopte´s par l’individu adoptif de la ge´ne´ration n− 1.
Soient X un processus de Le´vy spectralement positif ne de´rivant pas vers +∞ d’exposant
de Laplace ψ, et Y un subordinateur inde´pendant d’exposant de Laplace φ. Nous construisons
trajectoriellement un processus de codage ge´ne´alogique X⋆ a` partir deX et Y , qui est le proces-
sus X tue´ lorsqu’il atteint 0, et ressuscite´ instantane´ment par les sauts de Y . Alternativement
nous nous servons du the´ore`me de synthe`se d’Itoˆ [73] pour construire sa loi P⋆ a` partir de sa
mesure d’excursion hors de {0}. Plus pre´cise´ment, si Γ est la mesure de Le´vy de Y et δ son
coefficient de de´rive, alors X⋆ est le processus de Markov dont la mesure d’excursion N⋆ hors
de {0} est donne´e par
N⋆ :=
∫ ∞
0
Γ(dr)Nr + δN0,
ou` Nr est simplement la loi de X issu de r et tue´ lorsqu’il atteint 0, tandis que N0 est la mesure
d’excursion hors de {0} du processus X re´fle´chi sur son infimum.
Nous de´finissons ensuite le processus de hauteur H⋆ associe´ a` X⋆ par
H⋆t = lim
ε↓0
1
ε
∫ t
0
1{X⋆s−infs≤r≤tX⋆r<ε}ds.
Nous prouvons alors que la mesure d’occupation du processus de hauteur H⋆ admet p.s. une
densite´ ca`dla`g (Z⋆a , a ≥ 0), et le re´sultat fondamental est que Z⋆ est un CBI(ψ, φ).
Nous montrons enfin une extension du the´ore`me de Ray–Knight–Williams. Le point de
de´part est la question suivante : les processus de Le´vy qui de´rivent vers +∞, et les processus
de Le´vy conditionne´s a` rester positifs (voir Annexe A), codent-ils pour une certaine ge´ne´alogie
dont la distribution serait a` de´terminer ?
Supposons par exemple que X de´signe un processus de Le´vy re´current (d’exposant de
Laplace ψ) conditionne´ a` rester positif. Des arguments d’absolue continuite´ justifient l’existence
d’un processus de hauteur H construit a` partir des trajectoires de X comme pre´ce´demment.
Dans le cas brownien, le processus X est le processus de Bessel de dimension 3 (BES(3)). On
montre a` l’aide du the´ore`me d’e´quivalence de Le´vy que le processus de hauteur H a meˆme loi
que X. Le ce´le`bre the´ore`me de Ray–Knight–Williams [124] assure alors que le processus des
temps locaux d’un BES(3) est un carre´ de Bessel de dimension 2 (BESQ(2)). Par des identite´s
connues entre processus de branchement et carre´s de Bessel, on en conclut que lorsque X est
un mouvement brownien conditionne´ a` rester positif, le processus H associe´ est le processus
de hauteur d’un CBI de me´canisme de branchement λ 7→ λ2/2 et de me´canisme d’immigration
λ 7→ λ/2. Les re´sultats pre´ce´dents et des ope´rations sur les excursions nous permettent en fait
de ge´ne´raliser ce the´ore`me comme suit : lorsque X est un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs,
d’exposant de Laplace ψ, conditionne´ a` rester positif, le processus H associe´ est le processus
de hauteur d’un CBI(ψ, φ), ou` φ(λ) := ψ(λ)/λ.
Ces travaux ont e´te´ repris dans [64]. Voir e´galement [40].
3.2 Arbres de ramification (#13)
Soit Λ une mesure σ-finie sur (0,∞) telle que ∫∞0 (1∧ r)Λ(dr) <∞, que l’on appelle mesure
de longe´vite´. On de´finit re´cursivement un arbre de ramification (« splitting tree ») de la fac¸on
suivante : chaque individu (sommet de l’arbre discret associe´) donne naissance, au cours de sa
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vie (α, ω), a` une collection (au plus de´nombrable) de copies de lui-meˆme dont les instants de
naissance et les dure´es de vie sont les atomes d’une mesure de Poisson d’intensite´ dtΛ(dr) sur
(α, ω)× (0,∞). L’arbre de ramification est la re´union des intervalles de vie (αi, ωi) indice´s par
cette collection (au plus) de´nombrable d’individus. Il s’agit d’un espace localement compact
muni d’une distance faisant de lui un R-arbre (voir par exemple [51, 95]), d’une mesure de
Lebesgue, et d’un ordre total, que nous ne de´taillons pas ici, mais qui va nous permettre de
de´finir un sens de parcours.
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
6
--
α(u)
ω(u)
u
Fig. 3.1 – Re´alisation d’un arbre de ramification dans le cas ou` la mesure de longe´vite´ Λ est
finie. L’axe des temps est vertical. L’individu u naˆıt a` la date α(u) et meurt a` la date ω(u).
On de´signe par Ξτ le nombre d’individus vivant au temps τ . Alors Ξτ est p.s. fini pour
presque tout τ , et (Ξτ ; τ ≥ 0) est un processus de branchement non markovien appele´, lorsque
Λ est finie, processus de Crump–Mode–Jagers binaire homoge`ne.
On s’inte´resse au processus de contour X d’un tel arbre, issu d’un individu ne´ en 0 et mort
en χ, et que l’on a tronque´ pre´alablement en lui oˆtant tous les instants de vie ulte´rieurs a` la
date τ (les points de l’arbre a` distance supe´rieure a` τ de la racine). Le processus X est a` valeurs
dans [0, τ ] et X0 = χ ∧ τ . Il parcourt l’ensemble des instants ve´cus par tous les individus, en
commenc¸ant par χ∧ τ , et s’arreˆte lors de la visite de l’instant 0 de naissance de l’anceˆtre. Dans
le cas ou` Λ est finie, on peut en faire la description suivante : partant de la date de de´ce`s d’un
individu, le processus de´croˆıt de manie`re line´aire de´terministe (pente −1) jusqu’a` la (date de)
naissance de son dernier enfant. A` cet instant, il saute a` la date de de´ce`s de cet enfant dont il
parcourt e´galement la vie dans le sens inverse du sens chronologique. Le processus X est ainsi
de´fini re´cursivement, en sachant qu’arrive´ a` la date de naissance d’un individu, le parcours
continue ou` il s’e´tait arreˆte´ dans la vie de son parent. Le parcours s’arreˆte lorsque tout l’arbre
a e´te´ visite´, c’est-a`-dire a` la date de naissance 0 de l’anceˆtre. Il est inte´ressant de noter que le
parcours inverse est e´tudie´ dans [60], mais donne moins de re´sultats, car le processus de contour
associe´ n’est (en particulier) pas markovien. Voir e´galement [111].
Au contraire, nous montrons ici que X un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs re´fle´chi
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sous τ et tue´ a` son premier temps d’atteinte de 0, et dont l’exposant de Laplace vaut
ψ(λ) = λ−
∫ ∞
0
(1− e−λr)Λ(dr).
De plus, la hauteur ge´ne´alogique de l’individu visite´ au temps t vaut
Ht = Card{s ≤ t : inf
s≤u≤t
Xu = Xs},
et le re´el Zn de´fini par
Zn =
∫ ∞
0
dt1Ht=n
est donc la somme des dure´es de vie des individus de la ge´ne´ration n, dont on montre qu’il est un
processus de branchement markovien, appele´ processus de Jirina. En effet, conditionnellement
aux dure´es de vie (ζi)i des individus de la ge´ne´ration n − 1, Zn =
∑
i Vi, ou` les (Vi)i sont des
v.a. positives ou nulles inde´pendantes, telles que pour tout i, Vi est la somme des atomes d’une
mesure de Poisson d’intensite´ dtΛ(dr) sur (0, ζi)× (0,∞). Autrement dit Vi a la meˆme loi que
S(ζi), ou` S est un subordinateur sans de´rive et de mesure de Le´vy Λ. Comme Zn =
∑
i Vi,
ou` les Vi sont inde´pendantes, et que Zn−1 =
∑
i ζi, Zn a meˆme loi que S(Zn−1). Ceci nous
permet donc de voir directement pourquoi Zn(χ), comme fonction de la dure´e de vie χ de
l’anceˆtre, est la compose´e de Bochner de n subordinateurs i.i.d. d’exposant de Laplace φ(λ) :=∫∞
0 (1 − e−λr)Λ(dr). Cette interpre´tation donne un e´clairage nouveau au processus de codage
ge´ne´alogique de [42, 96] (voir section pre´ce´dente), et fait e´galement le lien entre cette dernie`re
ge´ne´alogie et la de´finition alternative de ge´ne´alogie des CB-processus donne´e dans [16].
D’autres implications importantes peuvent eˆtre tire´es de la connaissance de la loi du pro-
cessus de contour. Soit η la plus grande racine de ψ (η est strictement positive uniquement
dans le cas surcritique, voir Annexes).
– la probabilite´ d’extinction de l’arbre vaut e−ηχ
– le nombre d’individus Ξτ vivant au temps τ
Ξτ := Card{t : Xt = τ}
conditionne´ a` eˆtre non nul, suit la loi ge´ome´trique de probabilite´ de succe`s
Pτ (T0 < T(τ,+∞)),
ou` l’on a note´ TA le premier temps d’atteinte du bore´lien A par le processus de Le´vy X.
– l’arbre de ramification surcritique conditionne´ a` s’e´teindre est un arbre de ramification
sous-critique de mesure de longe´vite´ e−ηrΛ(dr)
– Soit p := ψ′(η) ≤ 1. On classe les individus vivant au temps τ selon que leur descen-
dance est infinie ou finie, soit Ξτ = Ξ
∞
τ + Ξ
f
τ . On montre alors la convergence en loi
de e−ητ (Ξ∞τ ,Ξ
f
τ ) vers le couple (pξ, (1 − p)ξ), ou` ξ est une variable ale´atoire exponen-
tielle de parame`tre p (sous une condition de type L logL, la convergence des premie`res
coordonne´es est trajectorielle).
Dans un travail en cours [91], je montre que l’arbre de ramification lui-meˆme, restreint a`
ses branches infinies, est un arbre de Yule de parame`tre η (en particulier (Ξ∞τ ; τ ≥ 0) est un
processus de Yule). Voir e´galement [15], ou` les « individus » de descendance infinie sont appele´s
« prolifiques ».
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Dans le cas surcritique, nous pouvons e´galement conside´rer la famille projective des proces-
sus de contour de l’arbre tronque´ au niveau τ , pour τ variant dans (0,∞). Une question est de
savoir en quel sens on a convergence, lorsque τ tend vers l’infini, du processus de hauteur et de
ses temps locaux vers un CB-processus surcritique ? Cela constituerait une manie`re relative-
ment simple de construire un arbre de Le´vy surcritique (voir aussi [43]). De plus, l’application
d’un tel re´sultat au cas brownien avec de´rive positive devrait constituer un troisie`me the´ore`me
de type Ray–Knight (travail en pre´paration).
3.3 Preuve(s) de la repre´sentation de Lamperti (#16)
Dans une population branchante discre`te, rappelons que chaque individu donne naissance
(a` des porte´es i.i.d.) a` taux constant b, et meurt, a` taux constant d, inde´pendamment du reste
de la population. Par conse´quent, lorsque la taille Zt de la population au temps t vaut n, elle
saute de −1 a` taux dn, et saute de +k a` taux bnpk (ou` pk est la probabilite´, aux instants de
naissance, de donner naissance a` k individus simultane´ment). De´finissons alors
θt :=
∫ t
0
Zs ds,
et notons κ l’inverse a` droite de la fonction θ : sur [0, θ∞), κ est l’application re´ciproque de θ ;
sur [θ∞,∞), κ est constante e´gale a` limt→∞ Zt ∈ {0,∞}.
Soit maintenant X le change´ de temps Z ◦κ. Un re´sultat standard est que X est une chaˆıne
de Markov a` temps continu dont les taux de transition sont donne´s par :{
n→ n+ k a` taux bpk1{n 6=0}
n→ n− 1 a` taux d1{n 6=0},
c’est-a`-dire que X est une marche ale´atoire, dite continue a` gauche (au sens ou` XTn = n pour
tout n ≤ X0), arreˆte´e en 0. Re´ciproquement, si l’on part d’une telle marche ale´atoire X, que
l’on de´finit κt =
∫ t∧T0
0 (1/Xs)ds et que Z de´signe le change´ de temps X ◦ θ, ou` θ est l’inverse a`
droite de κ, alors on re´cupe`re le processus de branchement initial.
Lorsque Z est un CB-processus, cette transformation porte le nom de transforme´e de Lam-
perti. Le change´ de temps X est alors un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs arreˆte´ lorsqu’il
atteint 0. Ce re´sultat a e´te´ annonce´ dans [92], sans qu’il en soit donne´ de de´monstration.
En re´digeant le mini-cours que j’ai donne´ a` Guanajuato (Mexique) en novembre 2006 (travail
#10), je me suis rendu compte que non seulement cette de´monstration n’apparaissait nulle part
dans la litte´rature, mais aussi qu’elle e´tait loin d’eˆtre e´vidente. Comme Maria-Emilia Caballero
et Gero´nimo Uribe partageaient le meˆme constat au meˆme moment, nous avons entrepris la
re´daction de cette preuve. En re´alite´, nous en donnons deux.
La premie`re de´monstration est fondamentalement probabiliste, et repose sur l’e´tude d’une
martingale exponentielle, pour le sens direct, et, pour la re´ciproque, sur une e´quation inte´grale
stochastique (combinant inte´grales brownienne et poissonnienne) ve´rifie´e par le processus de
Le´vy change´ de temps. La seconde de´monstration se sert de la proprie´te´ e´nonce´e pour les
processus de branchement discrets, le passage a` la limite e´tant possible graˆce a` la continuite´
de la transformation de Lamperti sur un espace de Skorokhod compactifie´.
Donnons quelques ide´es de la premie`re de´monstration. Partant d’un CB-processus Z, qui est
de´fini comme un processus de Markov ca`dla`g a` valeurs re´elles positives ou nulles et satisfaisant la
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proprie´te´ de branchement, nous montrons d’abord que les deux dernie`res proprie´te´s l’empeˆchent
d’avoir des sauts ne´gatifs. Sans hypothe`ses supple´mentaires, il est ensuite possible de voir que
pour tous x, t, λ ≥ 0, Ex(exp(−λZt)) = exp(−xut(λ)), mais surtout que la fonction t 7→ ut(λ)
est de´rivable sur [0,∞). Alors si F (λ) de´signe la de´rive´e en 0 de cette fonction, pour tout λ ≥ 0,
exp(−λZt) + F (λ)
∫ t
0
Zs exp(−λZs) ds
est une martingale. Changeant de temps, puis re´solvant une e´quation diffe´rentielle, nous obtenons
que
Ex(exp(−λXt)) = e−λx−tF (λ) − Ex
((
1− e−(t−T0)F (λ))1{T0≤t}) .
Quelques manipulations sur les trajectoires du processusX montrent qu’il s’agit d’un processus
de Le´vy d’exposant de Laplace −F arreˆte´ en 0.
La re´ciproque s’obtient en montrant que l’on peut e´crire Z (de´fini cette fois comme un
processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs change´ de temps) comme solution de
Zt = x+ a
∫ t
0
Zs ds+ σ
∫ t
0
√
Zs dBs
+
∫ t
0
∫ Zs−
0
∫
[1,∞]
rN(ds, dv, dr) +
∫ t
0
∫ Zs−
0
∫
(0,1)
rN˜(ds, dv, dr), (3.1)
ou` B est un mouvement brownien, et N une mesure de Poisson inde´pendante (N˜ la mesure
compense´e associe´e) de mesure intensite´ ds dvΛ(dr) (Λ e´tant la mesure de Le´vy du processus
X). Il est ensuite imme´diat d’en tirer la proprie´te´ de branchement. La partie poissonienne de
l’e´quation inte´grale (3.1) s’interpre`te comme suit : le roˆle de la deuxie`me coordonne´e de la
mesure de Poisson N est de marquer les sauts de manie`re a` les faire survenir de`s que cette
marque est « sous »la trajectoire de Z ; ainsi les sauts de taille comprise entre r et r + dr
surviennent a` un taux e´gal a` Zt− Λ(dr) (taux line´aire en la taille de la population, comme
dans un processus de branchement discret). Des e´quations inte´grales similaires apparaissent
notamment dans [18] et [33].
Chapitre 4
Coalescence
Introduction
Soit un e´chantillon de n individus e´tiquete´s 1, 2, . . . , n, ou` n ≤ ∞, dont on connaˆıt la
ge´ne´alogie suppose´e asexue´e, et dont le graphe est donc un arbre. Le coalescent associe´ a` cette
ge´ne´alogie est le processus a` valeurs dans les partitions de {1, 2, . . . , n} dont la valeur a` l’instant
t est la partition induite par la relation d’e´quivalence
t↔, ou` i t↔ j si et seulement si l’anceˆtre
de i et l’anceˆtre de j, il y a t unite´s de temps, sont identiques. La dynamique d’un coalescent
suit donc le sens re´trospectif du temps (inverse du sens chronologique, dit aussi prospectif ).
L’e´tat initial d’un coalescent est la collection de tous les singletons (la « poussie`re »), et les
valeurs qu’il prend sont des partitions de moins en moins fines au cours du temps. De plus,
le premier instant t ou` les entiers i et j sont dans le meˆme bloc, est exactement le temps qui
s’est e´coule´ depuis leur plus re´cent anceˆtre commun. On dit que i et j (ou plutoˆt leurs classes
d’e´quivalence) coalescent a` l’instant t.
Il est facile de voir que le coalescent associe´ a` la ge´ne´alogie d’un e´chantillon de taille n tire´
d’une population de taille fixe´e N sous le mode`le de Wright–Fisher, est markovien. De plus, il
est consistant, au sens ou` la restriction de ce coalescent a` k entiers pris parmi ces n, a la meˆme
loi que le coalescent d’un e´chantillon de taille k. Lorsque N →∞, et que le temps est acce´le´re´
proportionnellement a` N , le coalescent converge vers un processus limite qui est un coalescent
binaire (seuls deux blocs peuvent coalescer simultane´ment) appele´ coalescent de Kingman [84].
Il s’agit d’une chaˆıne de Markov a` temps continu, dont le taux de transition de la configuration
ξ vers la configuration η vaut c si on obtient η en fusionnant exactement deux blocs de ξ, et
0 sinon. On dit que chaque paire de blocs coalesce a` taux c. Ainsi, le nombre de blocs dans le
coalescent de Kingman est un processus de mort pure qui passe de l’e´tat k a` l’e´tat k − 1 au
taux ck(k − 1)/2.
Au de´but des anne´es 1990, le coalescent de Kingman a fait irruption en ge´ne´tique des
populations applique´e [71], et est aujourd’hui le mode`le le plus re´pandu pour l’infe´rence des
historiques de populations re´centes. En ge´ne´tique des populations mathe´matique, l’e´tude plus
ge´ne´rale de tous les coalescents markoviens est aujourd’hui un domaine de recherche a` part
entie`re : les e´ve´nements de coalescence, ou collisions, peuvent faire intervenir plus de 2 blocs a`
la fois (collisions multiples [116]), et les instants de collisions peuvent d’ailleurs eˆtre denses (Λ-
coalescents [110]) ; de fac¸on encore plus ge´ne´rale, les collisions peuvent meˆme eˆtre simultane´es
(Ξ-coalescents [118]). Il est d’ores et de´ja` possible de se re´fe´rer a` une monographie dans ce
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domaine [14].
Les travaux qui sont mentionne´s dans la suite de ce chapitre se situent a` la marge de ce
domaine de recherche, en particulier parce que les ge´ne´alogies qui m’ont inte´resse´ jusqu’ici
sont plutoˆt celles qui sont associe´es aux processus de branchement (a` ce propos, voir [23]).
Dans la Section 4.1, nous e´tudions des suites de´croissantes d’ensembles re´ge´ne´ratifs emboˆıte´s :
leurs comple´mentaires sont des collections infinies d’intervalles qui fusionnent progressivement,
induisant donc un processus de coalescence. Dans la Section 4.2, nous utilisons la ge´ne´alogie des
CB-processus de´finie dans [16] pour donner la loi des temps de coalescence d’un e´chantillon de
plusieurs points choisis uniforme´ment a` la ge´ne´ration t. Pour estimer des taux de mutation dans
une population controˆle´e de ble´, nous donnons dans la Section 4.3 divers moyens d’estimer la
taille d’un arbre coalescent (de Kingman) arreˆte´ a` un temps fixe. Deux re´sultats supple´mentaires
extraits respectivement des papiers #5 et #13 sont expose´s a` la Section 4.4 : 1) descente de
l’infini de certains processus de coalescence et fragmentation ; 2) ge´ne´alogie des processus de
Crump–Mode–Jagers donne´e par un processus ponctuel dit... de coalescence.
4.1 Ensembles re´ge´ne´ratifs emboˆıte´s (#2)
« Ensemble re´ge´ne´ratif » est un nom alternatif pour ensemble markovien. Un ensemble
re´ge´ne´ratif de la demie-droite positive, note´ R, est la (fermeture de la) trace d’un subordina-
teur (processus de Le´vy croissant ; voir Annexe A et [11]). Pour tout re´el t fixe´, on de´signe par
(G(t),D(t)) le plus grand intervalle ouvert ne rencontrant pas R et contenant t. On appelle
aˆge et reste de vie au temps t le couple (A(t), R(t)) = (t − G(t),D(t) − t). La the´orie du
renouvellement culmine dans l’e´nonce´ de deux the´ore`mes, le the´ore`me du renouvellement [54]
et le the´ore`me de Dynkin–Lamperti [21]. Ces deux the´ore`mes donnent la distribution limite
quand t → ∞, respectivement du couple (A(t), R(t)) lorsque R est re´current-positif (les sub-
ordinateurs associe´s ont des marginales inte´grables), et du couple t−1(A(t), R(t)) lorsque R est
a` variation re´gulie`re (dans le domaine d’attraction d’un re´ge´ne´ratif stable).
L’e´tude des ensembles ale´atoires emboˆıte´s est lie´e a` celle de la coalescence (voir [20], [110]
et les re´fe´rences qui y sont mentionne´es) : un ensemble re´ge´ne´ratif induit une partition de R+
qui repre´sente autant de morceaux d’un objet fragmente´ ; une suite de´croissante d’ensembles
re´ge´ne´ratifs induit un processus de coalescence (le « recollement » des fragments).
Nous conside´rons a` pre´sent n ensembles re´ge´ne´ratifs emboˆıte´s Rn ⊆ · · · ⊆ R1, ainsi que les
aˆges et restes de vie qui leur sont associe´s An(t), Rn(t), . . . , A1(t), R1(t). J. Bertoin a montre´ [12]
que la distribution limite du n-uplet (A1(t), . . . , An(t)) ne de´pend que des n lois individuelles de
chacun des ensembles re´ge´ne´ratifs. Nous montrons qu’il n’en est plus de meˆme pour le 2n-uplet
(A1(t), R1(t), . . . , An(t), Rn(t)). A` cette fin, nous nous inte´ressons, a` la suite de [20], a` deux
constructions naturelles d’ensembles re´ge´ne´ratifs emboˆıte´s, l’une base´e sur la subordination de
Bochner, et l’autre sur l’intersection d’ensembles re´ge´ne´ratifs inde´pendants.
Nous montrons que dans le cas re´current-positif, le n-uplet des couples aˆge et reste de vie
(A1(t), R1(t), . . . , An(t), Rn(t)), dans son e´tat stationnaire, est une chaˆıne de Markov bidimen-
sionnelle dont nous caracte´risons la loi. De plus, dans le cas de la subordination de Bochner,
cette chaˆıne de Markov a des accroissements inde´pendants.
Nous donnons un exemple e´le´gant d’utilisation des recouvrements ale´atoires de la droite
[20, 59] pour caracte´riser la loi de (Gα(1),Dα(1), Gγ(1),Dγ (1)) dans le cas d’ensembles stables
Rγ ⊂ Rα d’indices respectifs 1 − γ et 1 − α (0 < α < γ < 1), quand Rγ = Rα ∩ R¯ ou` R¯ est
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un re´ge´ne´ratif stable d’indice β = γ −α inde´pendant de Rα : conditionnellement a` Gα(1) = g,
Dα(1) = d,
(
1
Gγ(1)
,Dγ(1))
(d)
= (
1
g
+ (
1
m
− 1
g
)
1
Γ
, d+ (M − d)∆),
ou` Γ et ∆ sont deux v.a. inde´pendantes, inde´pendantes de (m,M), de meˆme loi que Gγ(1) et
Dγ(1) respectivement, et
P(m > u,M < v) =
(
(g − u)(v − d)
g(v − u)
)β
u ∈ (0, g), v ∈ (d,∞).
Pour des re´sultats re´cents dans cette veine, voir [13]. Voir e´galement [101] pour une e´tude de
la fragmentation associe´e a` l’intersection d’ensembles re´ge´ne´ratifs stables inde´pendants.
4.2 Temps de coalescence pour le CB-processus (#4)
Meˆme si de nombreux auteurs, a` commencer par Kingman lui-meˆme, ont montre´ que son
mode`le e´tait robuste a` la relaxation d’hypothe`ses telles que la constance de la taille de pop-
ulation [104] (voir e´galement [76]), mon objectif e´tait ici d’en savoir plus sur les temps de
coalescence pour le mode`le ge´ne´alogique simple des arbres lie´s aux processus de branchement.
La question est de caracte´riser les temps de coalescence de n « individus », ou points, issus d’un
e´chantillonnage uniforme dans la ge´ne´ration t d’un CB-processus Z issu de x et de mesure de
branchement Λ (mesure de Le´vy). Leur loi est note´e P
(t)
x . La ge´ne´alogie des CB-processus que
l’on utilise est celle qui a e´te´ mise en e´vidence dans [16] a` l’aide des flots de subordinateurs (voir
aussi la pre´sentation qui en est faite dans l’introduction, en termes d’arbres de ramification).
La loi des temps de coalescence successifs T1, T2, . . . , Tn est donne´e par l’e´quation suivante,
ou` les processus Z(0), Z(1), . . . , Z(n) sont des copies inde´pendantes de Z, et la notation Zs(r)
de´signe la valeur au temps s du processus Z issu de r. Pour tous 0 < s1 < · · · < sn < t,
P (t)x (Zt ∈ dz, T1 ∈ ds1, . . . , Tn ∈ dsn)/ds1 · · · dsn
=
(n+ 1)!
2
∫ ∞
0
r1Λ(dr1) · · ·
∫ ∞
0
rnΛ(drn)E
(
Z
(0)
t (x)
∏n
i=1 Z
(i)
si (ri)
zn+1
, Z
(0)
t (x) +
n∑
i=1
Z(i)si (ri) ∈ dz
)
.
Litte´ralement, la probabilite´ que les temps de coalescence successifs soient dans ds1 · · · dsn
et que la taille actuelle de la population soit dans dz, est e´gale a` la probabilite´ que chacun
de nos n points soit choisi (avec un biais par la taille) dans une parmi n sous-populations
inde´pendantes, issues aux temps t− sn, · · · , t− s1 d’immigrations i.i.d. selon rΛ(dr), et que la
somme des tailles au temps t de ces n sous-populations avec Z
(0)
t (x) soit dans dz. En particulier,
seules deux ligne´es peuvent fusionner simultane´ment (pas de collisions multiples).
Dans le cas sous-critique, E(Zt) = e
−ρt, et le processus s’e´teint p.s. Mais lorsque Z a un
moment d’ordre 2 (condition suffisante mais pas ne´cessaire), la taille Zt de la population,
conditionne´e a` n’eˆtre pas encore e´teinte, converge en loi lorsque t→∞, vers une v.a. positive
que nous notons Z˜, dite distribution quasi-stationnaire de Yaglom (voir chapitre 2, Section
2.2). Nous notons sa loi P qs. Alors le temps de coalescence de deux individus, tire´s au hasard
dans une population prise dans son e´tat quasi-stationnaire, ve´rifie
P qs(Z˜ ∈ dz, T ∈ ds)/ds ≍s→∞ exp(−ρs)E
(
Z˜1Z˜2
z2
, Z˜1 + Z˜2 ∈ dz
)
,
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ou` Z˜1 et Z˜2 sont deux copies inde´pendantes de Z˜. En particulier, a` l’instar du coalescent de
Kingman, ces temps de coalescence ont une queue exponentielle.
Des calculs explicites sont possibles pour les diffusions de Feller (le me´canisme de branche-
ment est un polynoˆme du second degre´). Dans le cas brownien avec drift −a, les densite´s des
temps de coalescence sont exponentielles de parame`tre a en +∞ mais explosent en 0 comme
2a ln(1/as). L’espe´rance de T vaut alors 1/2a. Dans le cas brownien sans drift (cas critique),
l’espe´rance de T est asymptotiquement proportionnelle a` l’aˆge t du processus, et t−1E(t)(T )
converge vers π2/3 − 3 ∼ 0, 29. La v.a. T renormalise´e par t a une densite´ qui explose en 0
comme 2 ln(1/s) et qui tend vers 1/3 en 1.
4.3 Coalescents tronque´s en ge´ne´tique des populations (#9)
Dans cette collaboration avec des ge´ne´ticiens des populations du plateau du Moulon (lab-
oratoire de ge´ne´tique ve´ge´tale), j’ai e´te´ sollicite´ pour e´valuer la taille moyenne (somme des
longueurs de branches) d’un arbre coalescent tronque´, c’est-a`-dire arreˆte´ en un temps fixe. On
e´tudie une population de ble´ expe´rimentale fonde´e il y a 20 ans. Les ge´ne´rations sont annuelles
non-chevauchantes et la taille de la population est constante. La taille effective Ne de la pop-
ulation est la taille qu’aurait une population de type Wright–Fisher subissant la meˆme de´rive
ge´ne´tique (variations des fre´quences alle´liques des marqueurs neutres). Le taux de coalescence
c est alors pris e´gal a` 1/4Ne. Le proble`me est le suivant : e´tant donne´s un certain nombre de
loci (qui sont ici des marqueurs microsatellites) pris sur des chromosomes diffe´rents (et donc
inde´pendants du point de vue du de´se´quilibre de liaison) dont on connaˆıt le nombre d’alle`les
ayant e´merge´ ou disparu au cours de ces vingt anne´es, comment estimer le taux de mutation par
locus et par an ? On utilise un mode`le mutationnel classique (nuage poisonnien de mutations
ponctuelles sur l’arbre, mode`le a` une infinite´ de sites). Le taux de mutation peut alors eˆtre
estime´ par le quotient du nombre de mutations par la somme S des longueurs des branches de
l’arbre ge´ne´alogique courant sur t = 20 ans.
Il est connu que la taille totale T d’un arbre coalescent issu de n individus (sans compter
la branche singleton) vaut en espe´rance
E(T ) =
n∑
k=2
1
ck(k − 1) =
1
c
(
1− 1
n
)
.
En revanche, le calcul de la taille d’un arbre coalescent arreˆte´ a` un temps fixe est plus de´licat.
En utilisant des techniques de transforme´es de Laplace, nous montrons que
Et(T ) =
n∑
p=1

 n∏
i=p+1
ci

 n∑
k=p
e−tck

 n∏
i=p,i6=k
(ci − ck)


−1 
kt+ n∑
i=p,i6=k
1
c(i+ k − 1)

 ,
ou` ck = ck(k − 1).
Du point de vue nume´rique, cette formule s’est re´ve´le´e beaucoup moins performante que 1)
des simulations re´pe´te´es (Monte–Carlo) du coalescent discret de Wright–Fisher ; 2) une formule
re´cursive qui approche le nombre Xk d’anceˆtres pre´sents k ge´ne´rations en arrie`re, par Xk =
gk(X0), ou` gk est la compose´e k fois de la fonction g de´finie par
g(x) = 2Ne
(
1−
(
1− 1
2Ne
)x)
.
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Cette formule s’obtient en remplac¸ant le nombre de parents distincts (ge´ne´ration imme´diatement
pre´ce´dente) d’un e´chantillon, par son espe´rance, qui est une fonction de la taille de l’e´chantillon,
et en ite´rant cette approximation.
4.4 Bonus
Parce qu’ils sont en rapport direct avec la the´orie de la coalescence, certains re´sultats des
papiers #5 et #13 ont davantage leur place dans ce chapitre.
4.4.1 Coalescent de Kingman et fragmentation lente (#5)
Dans le cas discret, le processus de branchement logistique (voir Section 1.1), ou LB-
processus, est une chaˆıne de Markov a` temps continu dont les taux de transition sont donne´s
par : {
n→ n+ k a` taux nπk
n→ n− 1 a` taux dn+ cn(n− 1),
ou` b :=
∑
k πk <∞ est appele´ taux de naissance per capita, d est le taux de mort naturelle per
capita, et c est le taux de compe´tition. Lorsque b = d = 0, le LB-processus est exactement le
processus de mort pure associe´ au coalescent de Kingman, ou` le taux de coalescence par paire
d’objets est constant e´gal a` 2c. Ainsi, de manie`re ge´ne´rale, le LB-processus peut eˆtre vu comme
le nombre de blocs d’un processus de coalescence auquel on a superpose´ de la fragmentation
(correspondant au branchement) : les composantes de la partition coalescent a` taux 2c par
paire, se fragmentent inde´pendamment en un nombre k de sous-blocs a` taux πk−1, et peuvent
e´galement disparaˆıtre spontane´ment a` taux d (e´rosion). Il s’agit donc d’un cas particulier des
processus e´changeables de coalescence et fragmentation e´tudie´s dans [8], cas particulier qui y
est mentionne´ comme processus a` coalescence rapide (type Kingman) et fragmentation lente
(les fragments arrivent toujours en nombre fini).
Il est bien connu que le processus de mort pure de Kingman descend de l’infini, ce qui est
une conse´quence du fait que les temps d’arrive´e des e´ve´nements de coalescence (coagulation de
i objets en i−1 objets) ont des espe´rances sommables, proportionnelles a` (i(i−1))−1. Graˆce au
The´ore`me 2.3 de #5, qui assure en particulier que le LB-processus admet une loi d’entre´e en
+∞, nous savons de´sormais que ceci reste vrai meˆme apre`s avoir ajoute´ de la fragmentation,
pourvu que
∑
k πk log(k) soit finie. Ce re´sultat est bien connu pour les processus de naissance
et de mort (sauts de ±1) dont le taux de naissance est au plus line´aire et le taux de mort est
une fonction puissance d’indice α > 1 (voir par exemple #10).
Notre The´ore`me 2.3 permet donc de montrer [8] que les processus a` coalescence rapide et
fragmentation lente descendent de l’infini, au sens ou` le nombre de blocs de la partition ale´atoire
est p.s. fini a` tout instant strictement positif, meˆme si son e´tat initial est la « poussie`re » (collec-
tion de tous les singletons). Il est inte´ressant de remarquer que ne´anmoins, les fragmentations
arrivent infiniment souvent sur tout intervalle de temps (0, ε).
4.4.2 Le processus ponctuel de coalescence (#13)
Un arbre de ramification (voir Section 3.2) est constitue´ d’individus vivant des dure´es de vie
i.i.d. durant lesquelles ils donnent naissance a` taux constant a` des copies d’eux-meˆmes. Cette
de´finition peut s’e´tendre au cas ou` chaque individu peut donner naissance infiniment souvent
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sur tout intervalle de temps non trivial, pourvu que la somme des dure´es de vie de ses enfants
reste finie. On suppose que la population part d’un seul anceˆtre ne´ en 0 et mort en χ.
Nous avons montre´ dans #13 que le processus de contour X d’un arbre de ramification
tronque´ a` l’instant τ est un processus de Le´vy X sans sauts ne´gatifs re´fle´chi sous τ et tue´
lorsqu’il atteint 0. Ce re´sultat nous permet en fait de donner la loi de la ge´ne´alogie de la
population prise a` un instant τ a` l’aide d’un processus ponctuel de coalescence. Ceci est une
ge´ne´ralisation du travail de L. Popovic [111] fait uniquement dans le cas particulier ou` (le
branchement est critique et) les dure´es de vie sont exponentielles. Ce type de caracte´risation
est totalement orthogonal au cadre traditionnel de la the´orie de la coalescence.
6
t u
?
?
?
τ
x1 x2 x3 x4
c1
c2
c3
t t
Fig. 4.1 – Un arbre de ramification et les temps de coalescence c1, c2, c3 entre les trois couples
conse´cutifs (x1, x2), (x2, x3) (x3, x4) des Ξτ = 4 individus vivant au temps τ .
Fixons un instant τ . On de´signe par Ξτ le nombre d’individus vivant au temps τ . Soient
alors x1, . . . , xΞτ les individus de l’arbre discret associe´ vivant au temps τ , dans l’ordre ou` ils
sont visite´s par le processus de contour (ordre lexicographique associe´ a` l’e´tiquetage de Ulam–
Harris–Neveu ou` la priorite´ est donne´e au plus jeune). On de´finit ai comme la date ou` les
ligne´es des individus xi et xi+1 se sont se´pare´es, et ai := 0 pour i ≥ Ξτ .
Un premier re´sultat est que la structure ge´ne´alogique de cet e´chantillon de´pend uniquement
des (ai) : pour tous j ≤ k, la date de coalescence, date ou` les ligne´es des individus xj et xk se
sont se´pare´es, vaut
min{ai : j ≤ i < k}.
Un deuxie`me re´sultat est que l’on peut caracte´riser e´le´gamment la loi des (ai). En effet,
les (ai; i ≥ 1) forment une suite de v.a. i.i.d. arreˆte´e a` son premier 0. De plus, la distribution
commune de ces v.a. est celle de A := inftXt, ou` X est le processus de contour (qui est un
processus de Le´vy) issu de τ et tue´ a` son premier temps de sortie de (0, τ ]. En particulier,
on peut exprimer la loi du temps C de coalescence (c’est-a`-dire le temps e´coule´ depuis la
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coalescence) entre deux individus conse´cutifs par :
P(C ≤ s) = P(A > τ − s | A 6= 0) = 1− 1/W (s)
1− 1/W (τ) 0 ≤ s ≤ τ,
ou`W est la fonction d’e´chelle du processus de Le´vy X (voir Annexe A, formule (A.1)). Lorsque
l’arbre de ramification est a` variation infinie, les temps de coalescence ne forment plus une suite
de v.a. i.i.d., mais un processus ponctuel de Poisson de mesure intensite´ infinie (mais σ-finie),
ou` l’infimum du processus de Le´vy n’est plus pris sous Pτ , mais sous sa mesure d’excursion
hors de {τ}.
Dans un travail en cours [91], nous utilisons cette description de la ge´ne´alogie d’un arbre
de ramification pour e´tudier la composition alle´lique d’une population branchante, lorsque les
mutations surviennent le long des branches suivant un nuage de Poisson homoge`ne.
Chapitre 5
E´cologie The´orique et Biologie de la
Conservation
5.1 Fe´condite´ des animaux a` soin parental (#11)
Dans cette collaboration avec des biologistes de la conservation, nous avons voulu montrer
que la plupart des analyses de survie des populations animales sous-estiment tre`s largement le
risque d’extinction des espe`ces chez qui le soin maternel peut s’e´tendre sur plusieurs anne´es,
anne´es pendant lesquelles la me`re ne s’accouple pas. En d’autres termes une femelle s’accouple,
et donne alors naissance a` n petits avec probabilite´ pn (p0 e´tant par exemple de l’ordre de 0.2
chez les grizzlys), mais seulement si la porte´e pre´ce´dente est entie`rement de´ce´de´e ou a atteint
l’aˆge K (K = 3 pour les grizzlys). On de´signe par s la probabilite´ de survie annuelle d’un petit,
et on calcule la loi jointe de la taille X d’une porte´e a` la naissance et du temps T qui se´pare
deux tentatives de reproduction : P(X = 0, T = 1) = p0 et
P(X = n, T = i) = pn
(
(1− si)n − (1− si−1)n) i < K,
P(X = n, T = K) = pn
(
1− (1− sK−1)n) .
Dans la litte´rature, divers estimateurs sont utilise´s pour e´valuer le taux de maternite´ M , c’est-
a`-dire le nombre de naissances par femelle et par an. Ge´ne´ralement, les chercheurs surestiment
ce taux de maternite´ en ne prenant pas en compte les e´checs des tentatives de reproduction
(pas de fe´condation, mort a` la naissance). Nous utilisons ici la the´orie du renouvellement pour
montrer que
E(M) =
E(X)
E(T )
,
et quantifier ensuite l’erreur commise par les biologistes.
5.2 Impact du braconnage chez les grands fe´lins (#14)
Les analyses de viabilite´ de populations menace´es sont en re`gle ge´ne´rale base´es sur des
syste`mes dynamiques line´aires a` temps discret, dits mode`les matriciels [24]. Nous conside´rons
ici trois espe`ces de grands fe´lins menace´s dont les syste`mes sociaux sont similaires, le cougar, le
le´opard et le tigre. Ces populations sont structure´es en trois classes d’aˆges, juve´niles J , flottants
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F (n’ayant pas encore fonde´ de meute), et reproducteurs R. Les survies annuelles des individus
de chaque classe d’aˆge, soit sj, sf et sr respectivement, sont estime´es sur le terrain ainsi que le
nombre moyen f de chatons par porte´e. Un juve´nile qui survit un an devient flottant, tandis
qu’un individu flottant doit survivre au moins α anne´es avant de pouvoir se reproduire (α = 2
chez le cougar, 3 chez le le´opard et 4 chez le tigre). Un mode`le de´terministe et un mode`le
probabiliste sont naturellement associe´s a` ce cadre d’e´tude : le premier est un mode`le matriciel,
et le deuxie`me un processus de branchement multitype (nous faisons alors l’hypothe`se que le
nombre de petits par femelle suit une loi de Poisson de parame`tre f).
Dans le cas de´terministe, le taux de croissance asymptotique λ de la population est la
valeur propre de Perron–Frobenius de la matrice de transition. La re´gion des parame`tres pour
lesquels λ > 1 correspond au re´gime surcritique du processus de branchement multitype. On
peut alors calculer la probabilite´ d’extinction d’une population partant de N reproducteurs.
On parle de persistance ou de viabilite´ de la population lorsque sa probabilite´ d’extinction
est infe´rieure a` 0.05. Nous nous inte´ressons principalement aux valeurs minimales de deux
variables d’ajustement, qui garantissent la persistance de la population : 1) le nombre initial
de reproducteurs (que l’on peut ajuster par des strate´gies de re´introduction) et 2) la survie
annuelle des reproducteurs (qui peut eˆtre controˆle´e par diminution du braconnage).
Pour une population standard dont sr serait ajuste´e a` 0.85, la taille minimale de viabilite´
est de 4 femelles cougar, 7 femelles le´opard, mais s’e´le`ve a` 83 femelles tigre. Pour une population
standard partant de 20 femelles reproductrices, la survie annuelle sr minimale des reproducteurs
garantissant la persistance, est estime´e a` 0.72 chez le cougar, 0.81 chez le le´opard, et 0.87 chez le
tigre. Ces re´sultats confirment que le cougar peut supporter une pression de chasse e´leve´e, mais
sugge`rent qu’aucune conclusion sur la situation du tigre ne peut eˆtre base´e sur une comparaison
na¨ıve avec celle du cougar, comme il est fait habituellement. Notamment, il apparaˆıt que le
tigre est extreˆmement sensible aux causes de mortalite´ induites par l’homme, et qu’il ne pourra
survivre sur le long terme sans une diminution se´ve`re de la pression de braconnage.
5.3 Invasion par un inge´nieur e´cologique (#15)
Dans cette collaboration avec des e´cologues de McGill (Montre´al), nous mode´lisons la
compe´tition entre une espe`ce dite re´sidente et une espe`ce exotique invasive. On suppose que
cette dernie`re espe`ce est inadapte´e a` l’habitat natif, mais qu’il s’agit d’un inge´nieur e´cologique,
c’est-a`-dire transformant elle-meˆme l’habitat natif en un habitat auquel elle est adapte´e.
Nous donnons un certain nombre d’exemples d’inge´nieurs invasifs : construction de struc-
tures coraliennes par certaines moules, eau rendue trouble par l’activite´ de chasse benthique de
poissons rouges, concentration foliaire en huiles inflammables favorisant des incendies e´liminant
les compe´titeurs et dispersant les graines. Nous conside´rons quatre variables de´crivant la dy-
namique de ces populations : l’abondance R du re´sident, l’abondance I de l’inge´nieur invasif, la
quantite´ H1 d’habitat natif, et la quantite´ H2 d’habitat transforme´ par l’inge´nieur. Un syste`me
simple d’e´quations diffe´rentielles inspire´ de [63] gouverne cette dynamique :


dR/dt = r1R (1−R/H1)
dI/dt = r2I (1− I/H2)
dH1/dt = ρ(T −H1 −H2)− f(I)H1
dH2/dt = f(I)H1 − δH2
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Ici la fonction f est une fonction croissante de l’abondance de l’inge´nieur, repre´sentant le taux
de transformation par unite´ de temps et d’habitat natif. Nous conside´rons deux cas : dans le cas
ou` le taux de transformation par individu inge´nieur est constant, f est line´aire f(x) = bx, et
dans le cas ou` les inge´nieurs coope`rent pour transformer l’habitat, f est quadratique f(x) = cx2.
Nous montrons d’abord l’existence, dans chacun des deux mode`les, d’une bifurcation : lorsque
b ou c sont infe´rieurs a` une valeur-seuil explicite, l’invasion est impossible, au sens ou` l’e´quilibre
trivial « ze´ro invasif » est globalement asymptotiquement stable.
Dans le cas line´aire, la bifurcation fait apparaˆıtre continuˆment un e´quilibre non trivial sta-
ble, tandis que dans le cas non-line´aire, la bifurcation fait apparaˆıtre de fac¸on discontinue deux
e´quilibres, un e´quilibre instable ou` l’espe`ce invasive est en quantite´ re´siduelle, et un e´quilibre
stable correspondant a` l’invasion. Dans ce cas, l’invasion n’a lieu que si l’abondance initiale
d’invasifs de´passe un certain seuil de persistance de´pendant de la quantite´ initiale d’habitat
transforme´ H2. Ce second effet de seuil est appele´ effet Allee en e´cologie the´orique, et est un ef-
fet de densite´-de´pendance positive (une augmentation de la densite´ de population peut faciliter
la rencontre de partenaires sexuels, le signalement de pre´dateurs par les conspe´cifiques, etc.).
La pre´sence de cet effet Allee peut expliquer pourquoi dans les communaute´s naturelles, les
espe`ces invasives sont ge´ne´ralement pre´sentes a` des densite´s re´siduelles pouvant sporadiquement
s’e´lever jusqu’a` des valeurs mettant en danger l’e´quilibre des e´cosyste`mes qu’elles envahissent.
Si la colonisation des invasifs se fait par immigrations successives de petits groupes de propag-
ules, mais que les tailles de ces groupes demeurent sous le seuil de persistance, la nouvelle
colonie va a` l’extinction jusqu’a` la prochaine tentative d’invasion. Ainsi, la pre´sence re´siduelle
de l’espe`ce invasive se voit comme le re´sultat d’un e´quilibre entre immigration et extinction.
Enfin, le succe`s d’une invasion ulte´rieure peut alors s’expliquer soit par une soudaine immi-
gration au-dessus du seuil de persistance, soit par un abaissement de ce seuil duˆ a` la pre´sence
d’habitat transforme´ durant les pre´ce´dentes tentatives de colonisation.
Annexe A
Processus de Le´vy
Soit (Xt; t ≥ 0) un processus de Le´vy, c’est-a`-dire un processus ca`dla`g a` accroissements
inde´pendants et homoge`nes. Dans tout ce qui suit, on suppose X sans sauts ne´gatifs : on parle
alors de processus de Le´vy spectralement positif. On note Px sa loi conditionnelle a` X0 = x.
L’exposant de Laplace ψ de X est la fonction convexe de´finie par :
E0(exp(−λXt)) = exp(tψ(λ)) t, λ ≥ 0,
qui est caracte´rise´e par la formule de Le´vy–Khintchine :
ψ(λ) = αλ+ βλ2 +
∫ ∞
0
(e−λr − 1 + λr1r<1)Λ(dr) λ ≥ 0,
ou` α ∈ R, β ≥ 0 est appele´ coefficient gaussien, et Λ est une mesure de Le´vy sur (0,∞),
c’est-a`-dire une mesure positive σ-finie telle que
∫∞
0 (r
2 ∧ 1)Λ(dr) <∞.
Les trajectoires de X sont a` variation finie p.s. ssi β = 0 et
∫ 1
0 rΛ(dr) < ∞. Sinon, ces
trajectoires sont a` variation infinie p.s.
Quand les trajectoires deX sont p.s. croissantes, on dit queX est un subordinateur. Dans ce
cas, ψ(λ) < 0 pour tout λ strictement positif, et nous pre´fe´rons de´finir son exposant de Laplace
par −ψ. En effet, puisqu’un subordinateur est a` variation finie, son exposant de Laplace peut
s’e´crire :
−ψ(λ) = dλ+
∫ ∞
0
(1− e−λr)Λ(dr) λ ≥ 0,
ou` d ≥ 0 est appele´ coefficient de de´rive. On suppose de´sormais que X n’est pas un subordi-
nateur. D’abord, puisque ψ est convexe,
lim
λ→∞
ψ(λ) = +∞.
On de´signe par η la plus grande racine de ψ :
η := sup{λ : ψ(λ) = 0}.
Si η > 0, ψ a exactement deux racines (0 et η), sinon ψ a pour unique racine η = 0. Lorsque
η > 0, Xt tend p.s. vers +∞ lorsque t → ∞, et son infimum suit la loi exponentielle de
parame`tre η. Lorsque η = 0, soit ψ′(0+) > 0, et Xt tend p.s. vers −∞ lorsque t → ∞, soit
ψ′(0+) = 0, et X oscille p.s.
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6 6ψ(λ) ψ(λ)
λ λ
0 0
η
ψ′(0+) > 0 ψ′(0+) < 0
-
(a) (b)
-
Fig. A.1 – Graphe de l’exposant de Laplace ψ d’un processus de Le´vy sans sauts ne´gatifs (a)
de´rivant vers −∞ (sous-critique) (b) de´rivant vers +∞ (surcritique).
Soit TA le premier temps d’entre´e de X dans le bore´lien A. Il existe une unique fonction
continue W : [0,+∞)→ [0,+∞), dont la transforme´e de Laplace vaut∫ ∞
0
e−λxW (x) dx =
1
ψ(λ)
λ > η,
telle que pour tous 0 ≤ x ≤ a,
Px(T0 < T(a,+∞)) =W (a− x)/W (a). (A.1)
La fonction W est strictement croissante et appele´e fonction d’e´chelle.
Enfin, on peut de´finir la loi P ↑x du processus de Le´vy X issu de x > 0 et conditionne´ a` rester
positif. Quand X de´rive vers +∞, ce conditionnement est pris au sens usuel. Quand X oscille,
P ↑x est obtenue a` partir de Px par transforme´e harmonique de Doob (voir de´but du Chapitre
2) via la martingale D, avec Dt = Xt1{t<T0}.
De plus, les mesures de probabilite´ P ↑x convergent faiblement, lorsque x→ 0+ vers une loi
note´e P ↑0 . Pour plus de pre´cisions, voir [28, 29, 30].
Annexe B
CB–Processus
Soit (Zt; t ≥ 0) un processus de branchement a` espace d’e´tats continu, en anglais « continuous-
state branching process », ou CSBP, ou CB-processus. Un CB-processus est un processus de
Markov a` valeurs dans [0,∞], a` trajectoires ca`dla`g, ve´rifiant la proprie´te´ de branchement
Z(x+ y)
L
= Z(x) + Z˜(y),
ou` Z(x) signifie que Z0 = x, et Z˜ de´signe une copie inde´pendante de Z (l’e´galite´ est au sens
des lois fini-dimensionnelles). On note Px la loi du processus Z(x). Les CB-processus ont e´te´
de´finis dans les anne´es 1960 [75]. Leurs proprie´te´s fondamentales ont e´te´ mises en e´vidence
dans [22, 62, 92]. On pourra consulter [42], [90, Chapitre 10], ou le Chapitre 2 de mon cours a`
Guanajuato (#10).
Dans le cas ou` le temps est discret, la proprie´te´ de branchement a pour conse´quence
imme´diate que Zt(x) = St ◦ · · · ◦ S1(x), ou` les (Si) sont des subordinateurs inde´pendants
et e´quidistribue´s. Le processus (Zt; t = 0, 1, , . . .) est alors appele´ processus de Jirina. Nous
e´cartons de´sormais ce cas et supposons le temps continu.
Il existe plusieurs transformations liant les CB-processus et les processus de Le´vy sans sauts
ne´gatifs montrant que ces deux classes sont en bijection. La plus connue de ces transformations
est la transformation de Lamperti, qui est explique´e et de´montre´e dans la Section 3.3. D’autres
transformations ont e´te´ mises en e´vidence plus re´cemment par J.-F. Le Gall et ses coauteurs
[42, 16, 96], et sont expose´es dans les Sections 3.1 et 3.2. Ainsi un CB-processus est-il caracte´rise´
par son me´canisme de branchement ψ, qui n’est autre que l’exposant de Laplace d’un processus
de Le´vy sans sauts ne´gatifs.
Il est facile de voir que 0 et ∞ sont des e´tats absorbants pour Z. On parle d’extinction
lorsque limt→∞ Zt = 0, et d’absorption lorsqu’il y a un temps t pour lequel Zt = 0. Le premier
e´ve´nement est note´ {Ext} et le second {Abs}. On note
ρ := ψ′(0+) ∈ [−∞,+∞),
et on rappelle que η de´signe la plus grande racine de la fonction ψ. Alors pour tout x ≥ 0,
Ex(Zt) = x exp(−ρt) et Px(Ext) = exp(−xη).
On comprend de`s lors pourquoi un CB-procesus est dit critique (resp. sous-critique, surcritique)
si ρ = 0 (resp. ρ > 0, ρ < 0).
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Les me´canismes de branchement entrent dans deux cate´gories disjointes, selon que {Abs} a
une probabilite´ nulle ou strictement positive (auquel cas {Abs} et {Ext} co¨ıncident p.s.). On
donne le crite`re suivant : un CB(ψ) est absorbe´ avec probabilite´ strictement positive ssi∫ ∞ ds
ψ(s)
<∞.
D’autre part, un CB(ψ) explose en temps fini avec probabilite´ strictement positive ssi
ρ = −∞ et ∫
0
ds
|ψ(s)| <∞.
Un CB-processus avec immigration est caracte´rise´ par son me´canisme de branchement ψ et
son me´canisme d’immigration φ, et est note´ CBI(ψ, φ). Comme dans le cas discret, la quantite´
cumule´e de migrants arrive´s dans l’intervalle de temps [0, t] est un processus croissant en t
a` accroissements inde´pendants et homoge`nes, autrement dit un subordinateur. Le me´canisme
d’immigration φ est l’exposant de Laplace de ce subordinateur. Voir [77, 107].
D’apre`s la repre´sentation de Lamperti, un CB-processus a` trajectoires continues p.s. est le
change´ de temps d’un mouvement brownien avec de´rive. Ainsi, son me´canisme de branchement
est un polynoˆme du second degre´ (s’annulant en 0). Si Z est un CB(ψ) avec ψ(λ) = σλ2/2−rλ,
alors il est solution de l’e´quation diffe´rentielle stochastique (EDS) suivante :
dZt = rZtdt +
√
σZtdBt t ≥ 0, (B.1)
ou` B est le mouvement brownien standard. Une telle diffusion est appele´e diffusion de Feller
[53, 83] (de´nomination qui est parfois re´serve´e au cas r = 0), et lorsque r = 0 et σ = 4, carre´
de Bessel de dimension 0 [114].
Bibliographie
[1] Aldous, D.J. (1991)
The continuum random tree. I. Ann. Probab. 19 1–28.
[2] Aldous, D.J. (1999)
Deterministic and stochastic models for coalescence (aggregation and coagulation) : a
review of the mean–field theory for probabilists. Bernoulli 5(1) 3–48.
[3] Asmussen, S., Hering, H. (1983)
Branching processes. Birka¨user, Boston.
[4] Athreya, K.B., Ney P.E. (1972)
Branching processes. Springer–Verlag, New York.
[5] Avram, F., Kyprianou, A.E., Pistorius, M.R. (2004)
Exit problems for spectrally negative Le´vy processes and applications to (Canadized)
Russian options. Ann. Appl. Prob. 14 215–238.
[6] Bansaye, V. (2007)
Proliferating parasites in dividing cells : Kimmel’s branching model revisited. A` paraˆıtre
in Ann. Appl. Prob.
[7] Berezin, F. A., Shubin., M. A. (1991)
The Schro¨dinger equation. Kluwer Academic Pub., Dordrecht.
[8] Berestycki, J. (2004)
Exchangeable Fragmentation–Coalescence processes and their equilibrium measures. Elec.
J. Prob. 9 770–824.
[9] Bertoin, J. (1996)
Le´vy Processes. Cambridge U. Press.
[10] Bertoin, J. (1997)
Exponential decay and ergodicity of completely asymmetric Le´vy processes in a finite
interval. Ann. Appl. Prob. 7 156–169.
[11] Bertoin, J. (1999)
Subordinators : Examples and Applications. Cours de l’E´cole d’e´te´ de Probabilite´s de St–
Flour. Lect. Notes in Math. 1717. Springer, Berlin.
[12] Bertoin, J. (1999)
Renewal theory for embedded regenerative sets. Ann. Probab. 27 1523–1535.
[13] Bertoin, J. (2004)
Random covering of an interval and a variation of Kingman’s coalescent. Random Struc-
tures Algorithms 25 (3) 277–292.
46
Re´fe´rences 47
[14] Bertoin, J. (2006)
Random Fragmentation and Coagulation Processes. Cambridge U. Press.
[15] Bertoin, J., Fontbona, J., Mart´inez, S. (2007)
On prolific individuals in a supercritical continuous-state branching process.
Pre´publication.
[16] Bertoin, J., Le Gall, J.F. (2000)
The Bolthausen–Sznitman coalescent and the genealogy of continuous–state branching
processes. Probab. Theory Relat. Fields 117(2) 249–266.
[17] Bertoin, J., Le Gall, J.F. (2003)
Stochastic flows associated to coalescent processes. Probab. Theory Relat. Fields 126(2)
261–288.
[18] Bertoin, J., Le Gall, J.F. (2005)
Stochastic flows associated to coalescent processes II. Stochastic differential equations.
Ann. Inst. Henri Poincare´ 41 307–333.
[19] Bertoin, J., Le Gall, J.F. (2006)
Stochastic flows associated to coalescent processes III. Limit theorems. Illinois J. Math.
50 147–181.
[20] Bertoin, J., Pitman, J. (2000)
Two coalescents derived from the ranges of stable subordinators. Elec. J. Probab. 5
[21] Bingham, N., Goldie, C., Teugels, J.L. (1987)
Regular variation. Cambridge U. Press.
[22] Bingham, N.H. (1976)
Continuous branching processes and spectral positivity. Stoch. Proc. Appl. 4 217–242.
[23] Birkner, M., Blath, J., Capaldo, M., Etheridge, A., Mo¨hle, M., Schweinsberg, J., Wakol-
binger, A. (2005)
Alpha-stable branching and beta-coalescents. Elec. J. Prob. 10 (9) 303–325.
[24] Caswell, H. (2001)
Matrix population models. Sinauer Associates, Sunderland, Mass.
[25] Champagnat, N. (2006)
A microscopic interpretation for adaptive dynamics trait substitution sequence models.
Stoch. Proc. Appl. 116 1127–1160.
[26] Champagnat, N., Ferrie`re, R., Ben Arous, G. (2001)
The canonical equation of adaptive dynamics : A mathematical view. Selection 2 71–81.
[27] Champagnat, N., Ferrie`re, R., Me´le´ard S. (2006)
Unifying evolutionary dynamics : from individual stochastic processes to macroscopic mod-
els via timescale separation. Theor. Popul. Biol. 69 297–321.
[28] Chaumont, L. (1994)
Sur certains processus de Le´vy conditionne´s a` rester positifs. Stochastics Stoch. Reports
47 1–20.
[29] Chaumont, L. (1996)
Conditionings and path decompositions for Le´vy processes. Stoch. Proc. Appl. 64 39–54.
48
[30] Chaumont, L., Doney, R.A. (2005)
On Le´vy processes conditioned to stay positive. Electron. J. Probab. 10 948–961.
[31] Collet, P., Mart´inez, S., San Martin, J. (1995)
Asymptotic laws for one dimensional diffusions conditioned to nonabsorption.Ann. Probab.
23 1300–1314.
[32] Crow, J.F., Kimura, M. (1970)
An Introduction to Population Genetics Theory. Harper & Row, New York.
[33] Dawson, D.A., Li, Z.H. (2006)
Skew convolution semigroups ans affine Markov processes. Ann. Probab. 34 1103-–1142.
[34] Delmas, B. (2004)
Pierre–Franc¸ois Verhulst et la loi logistique de la population. Math. Sci. hum. 167 51–81.
[35] Dieckmann, U., Ferrie`re, R. (2004)
Adaptive dynamics and evolving biodiversity. In Evolutionary Conservation Biology.
Ferrie`re, R., Dieckmann, U., Couvet, D. (eds.), pp. 188–224, Cambridge U. Press.
[36] Dieckmann, U., Law, R. (1996)
The dynamical theory of coevolution : A derivation from stochastic ecological processes.
J. Math. Biol. 34 579–612.
[37] Diekmann, O. (2003)
A beginners guide to adaptive dynamics. Banach Center Publ. 63 47–86. In A. Margheri,
C. Rebelo and F. Zondin (eds.), Summer School on Mathematical Biology, CIM, Lisboa,
Portugal.
[38] Doney, R.A., Nakhi, Y.B. (2001)
Perturbed and non-perturbed Brownian taboo processes. Ann. Inst. H. Poincare´ Probab.
Statist. 37 (6) 725–736.
[39] van Doorn, E.A. (1991)
Quasi–stationary distributions and convergence to quasi–stationarity of birth–death pro-
cesses. Adv. Appl. Prob. 23 683–700.
[40] Duquesne, T. (2007)
Continuum random trees and branching processes with immigration. Stoch. Proc. Appl.
In press. Preprint arXiv :math/0509519
[41] Duquesne, T. (2007)
The coding of compact real trees by real valued functions. Preprint arXiv :math/0604106
[42] Duquesne, T., Le Gall, J.F. (2002)
Random Trees, Le´vy Processes and Spatial Branching Processes. Aste´risque 281.
[43] Duquesne, T., Winkel, M. (2007)
Growth of Le´vy trees. Probab. Theory Relat. Fields. 139 313–371.
[44] Durrett, R. (2002)
Probability Models for DNA Sequence Evolution. Springer–Verlag, Berlin.
[45] Engla¨nder, J., Kyprianou, A. (2004)
Local extinction versus local exponential growth for spatial branching processes. Ann.
Probab. 32 78–99.
Re´fe´rences 49
[46] Etheridge, A.M. (2004)
Survival and extinction in a locally regulated population. Ann. Appl. Prob. 14 188–214.
[47] Etheridge, A., Williams, D.R.E. (2003)
A decomposition of the (1+β)-superprocess conditioned on survival. Proc. Roy. Soc. Ed-
inburgh A 133 829–847.
[48] Ethier, S. N., Kurtz, T. G. (1993)
Measure–valued diffusion processes in population genetics. SIAM J. Control Optim. 31
345–386.
[49] Evans, S.N. (1993)
Two representations of a conditioned superprocess. Proc. Roy. Soc. Edinburgh A 123
959—971.
[50] Evans, S.N., Perkins, E. (1990)
Measure-valued Markov branching processes conditioned on nonextinction. Israel J. Math.
71 329–337.
[51] Evans, S.N. (2005)
Probability and real trees. Cours de l’E´cole d’e´te´ de Probabilite´s de St–Flour.
[52] Ewens, W.J. (2005)
Mathematical Population Genetics. 2nd edition, Springer–Verlag, Berlin.
[53] Feller, W.E. (1951)
Diffusion processes in genetics. Proc. Second Berkeley Symp. Math. Statist. Prob. 227–246.
[54] Feller, W.E. (1971)
An Introduction to Probability Theory and Its Applications 2, 2nd ed. Wiley, New York.
[55] Ferrari, P.A., Kesten, H., Mart´inez, S., Picco, P. (1995)
Existence of quasi-stationary distributions. A renewal dynamical approach. Ann. Probab.
23 501–521.
[56] Fisher, R.A. (1922)
On the dominance ratio. Proc. Roy. Soc. Edin. 42 321–341.
[57] Fisher, R.A. (1930)
The distribution of gene ratios for rare mutations. Proc. Roy. Soc. Edin. 50 205–220.
[58] Fisher, R.A. (1958)
The Genetical Theory of Natural Selection (2nd revised ed.). Dover, New York.
[59] Fitzsimmons, P.J., Fristedt, B.E., Shepp, L.A. (1985)
The set of real numbers left uncovered by random covering intervals. Z. Wahrschein-
lichkeitstheorie verw. Gebiete 70 175–189.
[60] Geiger, J., Kersting, G. (1997)
Depth–first search of random trees, and Poisson point processes in Classical and modern
branching processes (Minneapolis, 1994) IMA Math. Appl. Vol. 84. Springer–Verlag, New
York.
[61] Gillespie, J.H. (1977)
Natural selection for variance in offspring number : a new evolutionary principle. Amer.
Natur. 111 1010–1014.
50
[62] Grey, D.R. (1974)
Asymptotic behaviour of continuous–time, continuous state–space branching processes. J.
Appl. Prob. 11 669–677.
[63] Gurney, W.S.C., Lawton, J.H. (1996)
The population dynamics of ecosystem engineers. Oikos 76 273–283.
[64] Haas, B. (2005)
Equilibrium for fragmentation with immigration. Ann. Appl. Prob. 15 (3) 1958–1996.
[65] Haccou, P., Jagers, P., Vatutin, V.A. (2005)
Branching Processes. Variation, Growth, and Extinction of Populations. Series : Cam-
bridge Studies in Adaptive Dynamics (No. 5). Cambridge U. Press.
[66] Haldane, J.B.S. (1924)
A mathematical theory of natural and artificial selection. Part I. Trans. Camb. Phil. Soc.
23 19–41.
[67] Haldane, J.B.S. (1927)
A mathematical theory of natural and artificial selection. Part V : Selection and mutation.
Proc. Camb. Phil. Soc. 23 838–844.
[68] Haldane, J.B.S. (1932)
The Causes of Evolution. Harper and Brothers, New York.
[69] Harris, T.E. (1963)
The theory of branching processes. Springer–Verlag, Berlin.
[70] Heyde, C.C., Seneta, E. (1972)
The simple branching process, a turning point test and a fundamental inequality : a
historical note on I.J. Bienayme´. Biometrika 59 680–683.
[71] Hudson, R.R. (1990)
Gene genealogies and the coalescent process. In Oxford Surveys in Evolutionary Biology.
No. 7 (ed. D. Futuyma and J. Antonovics), pp.1–44. Oxford U. Press.
[72] Hutzenthaler, M., Wakolbinger, A. (2007)
Ergodic behavior of locally regulated branching populations. Ann. Appl. Prob. 17 474–501.
[73] Itoˆ, K. (1971)
Poisson point processes attached to Markov processes. Proc. Sixth Berkeley Symp. vol.III
225–240. U. of California Press.
[74] Jagers, P. (1975)
Branching processes with biological applications. John Wiley & Sons, London New York
Sydney.
[75] Jirina, M. (1958)
Stochastic branching processes with continuous state space. Czech. Math. J. 8 292–312.
[76] Kaj, I., Krone, S.M. (2003)
The coalescent process in a population with stochastically varying size. J. Appl. Probab.
40 (1) 33–48.
[77] Kawazu, K., Watanabe, S. (1971)
Branching processes with immigration and related limit theorems. Teor. Verojanost i
Primenen 16 34–51.
Re´fe´rences 51
[78] Kendall, D.G. (1975)
The genalogy of genealogy : branching processes before (and after) 1873. Bull. London
Math. Soc. 7 part 3 (21) 225–253.
[79] Kimmel, M. (1997)
Quasistationarity in a branching model of division–within–division. In Classical and mod-
ern branching processes (Minneapolis, 1994) IMA Math. Appl. Vol. 84. Springer–Verlag,
New York.
[80] Kimmel, M., Axelrod, D.E. (2002)
Branching processes in biology. Interdisciplinary Applied Mathematics, 19. Springer–
Verlag, New York.
[81] Kimura, M. (1957)
Some problems of stochastic processes in genetics. Ann. Math. 28 882–901.
[82] Kimura, M. (1962)
On the probability of fixation of mutant genes in a population. Genetics 47 713–719.
[83] Kimura, M.(1964)
Diffusion models in population genetics. J. Appl. Prob. 1 177–232.
[84] Kingman, J.F.C. (1982)
The coalescent. Stochastic Process. Appl. 13(3) 235–248.
[85] Klebaner, F. C. (1997)
Population and density dependent branching processes in Classical and modern branching
processes (Minneapolis, 1994) IMA Math. Appl. Vol. 84. Springer–Verlag, New York.
[86] Knight, F.B. (1969)
Brownian local times and taboo processes. Trans. Amer. Math. Soc. 143 173–185.
[87] Kolmogorov, A.N. (1938)
Zur Lo¨sung einer biologischen Aufgabe. Comm. Math. Mech. Chebyshev Univ. Tomsk 2
1–6.
[88] Kot, M. (2001)
Elements of Mathematical Ecology. Cambridge U. Press.
[89] Krell, N. (2007)
Multifractal spectra and precise rates of decay in homogeneous fragmentation. Preprint
arXiv :math/0602065v2.
[90] Kyprianou, A.E. (2006)
Introductory lectures on fluctuations of Le´vy processes with applications. Springer–Verlag,
Berlin Heidelberg.
[91] Lambert, A. (2007)
Spine decompositions and allelic partitions of splitting trees. In preparation.
[92] Lamperti, J. (1967)
Continuous–state branching processes. Bull. Amer. Math. Soc. 73 382–386.
[93] Lamperti, J., Ney, P. (1968)
Conditioned branching processes and their limiting diffusions. Theor. Probab. Appl. 13
128–139.
52
[94] Le Gall, J.F. (1999)
Spatial branching processes, random snakes and partial differential equations. Lectures in
Mathematics, ETH Zu¨rich, Birkha¨user.
[95] Le Gall, J.F. (2005)
Random trees and applications. Probab. Surv. 2 245–311.
[96] Le Gall, J.F., Le Jan, Y. (1998)
Branching processes in Le´vy processes : the exploration process. Ann. Probab. 26 213–252.
[97] Li, Z.H. (2000)
Asymptotic behavior of continuous time and state branching processes. J. Aus. Math. Soc.
Series A 68 68–84.
[98] Lyons, R., Pemantle, R., Peres, Y. (1995)
Conceptual proofs of L logL criteria for mean behavior of branching processes. Ann.
Probab. 23 1125–1138.
[99] Male´cot, G. (1948)
Les Mathe´matiques de l’He´re´dite´. Masson et Cie, Paris.
[100] Mandl, P. (1961)
Spectral theory of semi-groups connected with diffusion processes and its applications.
Czech. Math. J. 11 558–569.
[101] Marchal, P. (2004)
Nested regenerative sets and their associated fragmentation process. Mathematics and
computer science III 461–470, Trends Math., Birkha¨user, Basel.
[102] Metz, J.A.J., Nisbet, R.M., Geritz, S.A.H. (1992)
How should we define ‘fitness’ for general ecological scenarios ? Trends Ecol. Evol. 7 198–
202.
[103] Metz, J.A.J., Geritz, S.A.H., Mesze´na, G., Jacobs, F.A.J., van Heerwaarden, J.S. (1996)
Adaptive Dynamics, a geometrical study of the consequences of nearly faithful reproduc-
tion. In : van Strien, S.J., Verduyn Lunel, S.M. (Eds.), Stochastic and Spatial Structures
of Dynamical Systems. North Holland, Amsterdam, pp. 183–231.
[104] Mo¨hle, M., Sagitov, S. (2001)
A classification of coalescent processes for haploid exchangeable population models. Ann.
Probab. 29 1547–1562.
[105] Overbeck, L. (1993)
Conditioned super-Brownian motion. Probab. Theory Relat. Fields 96 545–570.
[106] Pakes, A.G. (1998)
Conditional limit theorems for continuous time and state branching processes. Technical
report. To appear in Records and Branching Processes (M. Ahsanullah and G. Yanev Eds)
NOVA Science Publishers Inc.
[107] Pinsky, M.A. (1972)
Limit theorems for continuous state branching processes with immigration. Bull. Amer.
Math. Soc. 78 242–244.
[108] Pistorius, M. R. (2003)
On doubly reflected completely asymmetric Le´vy processes. Stoch. Proc. Appl. 107(1)
131–143.
Re´fe´rences 53
[109] Pistorius, M. R. (2004)
On exit and ergodicity of the spectrally one–sided Le´vy process reflected at its infimum.
J. Theoret. Probab. 17(1) 183–220.
[110] Pitman, J. (1999)
Coalescents with multiple collisions. Ann. Probab. 27 1870–1902.
[111] Popovic, L. (2004)
Asymptotic genealogy of a critical branching process. Ann. Appl. Prob. 14 (4) 2120–2148.
[112] Pollett, P.K.
Quasi-stationary distributions : a bibliography.
Disponible a` http ://www.maths.uq.edu.au/∼pkp/papers/qsds/qsds.pdf
[113] Renshaw, E. (1991)
Modelling biological populations in space and time. Cambridge Studies in Mathematical
Biology, 11. Cambridge U. Press.
[114] Revuz, D., Yor, M. (1999)
Continuous Martingales and Brownian Motion. (3rd revised ed.) Springer–Verlag, Berlin
Heidelberg New York.
[115] Roelly, S., Rouault, A. (1989)
Processus de Dawson–Watanabe conditionne´ par le futur lointain. C. R. Acad. Sci. Paris
Ser. I 309 867–872.
[116] Sagitov, S. (1999)
The general coalescent with asynchronous mergers of ancestral lines. J. Appl. Prob. 36(4)
1116-1125.
[117] Sato, K.I. (1999)
Le´vy processes and infinitely divisible distributions. Cambridge studies in advanced math-
ematics Vol. 68. Cambridge U. Press.
[118] Schweinsberg, J. (2000)
Coalescents with simultaneous multiple collisions. Electr. J. Prob. 1–50.
[119] Seneta, E., Vere-Jones, D. (1966)
On quasi–stationary distributions in discrete–time Markov chains with a denumerable
infinity of states. J. Appl. Prob. 3 403–434.
[120] Sevast’yanov, B.A. (1971)
Branching processes. Nauka, Moscow.
[121] Steinsaltz, D., Evans, S.N. (2007)
Quasistationary distributions for one dimensional diffusions with killing. Transactions
AMS 359(3) : 1285–1324.
[122] Tuominen, P., Tweedie, R.L. (1979)
Exponential decay and ergodicity of general Markov processes and their discrete skeletons.
Adv. Appl. Probab. 11(4) 784—803.
[123] Watson, H.W., Galton, F. (1874)
On the probability of the extinction of families. J. Anthropol. Inst. Great Britain and
Ireland 4 138–144.
54
[124] Williams, D. (1974)
Path decomposition and continuity of local time for one dimensional diffusions. Proc.
London Math. Soc. 28(4) 738—768.
[125] Wright, S. (1931)
Evolution in Mendelian populations. Genetics 16 97–159.
[126] Wright, S. (1945)
The differential equation of the distribution of gene frequencies. Proc. Nat. Acad. Sci. 31
382–389.
[127] Wright, S. (1968, 1969, 1977, 1978)
Evolution and the Genetics of Populations. Vol. 1–4. U. of Chicago Press, Chicago.
[128] Yaglom, A.M. (1947)
Certain limit theorems of the theory of branching stochastic processes (in Russian). Dokl.
Akad. Nauk. SSSR (n.s.) 56 795–798.
55
Liste des travaux
Articles publie´s dans des revues a` comite´ de lecture
1. Lambert, A. (2000) Completely asymmetric Le´vy processes confined in a finite interval.
Ann. Inst. H. Poincare´ 36(2) 251–274.
2. Lambert, A. (2001) The joint law of ages and residual lifetimes for two schemes of
regenerative sets. Elec. J. Prob. 6 1–23.
3. Lambert, A. (2002) The genealogy of continuous-state branching processes with immi-
gration. Probab. Theory Relat. Fields 122 42–70.
4. Lambert, A. (2003) Coalescence times for the branching process. Adv. Appl. Prob. 35
1071–1089.
5. Lambert, A. (2005) The branching process with logistic growth. Ann. Appl. Prob. 15
1506–1535.
6. Lambert, A. (2006) Probability of fixation under weak selection : a branching process
unifying approach. Theor. Popul. Biol. 69 419–441.
7. Champagnat, N., Lambert, A. (2007) Evolution of discrete populations and the canon-
ical diffusion of adaptive dynamics. Ann. Appl. Prob. 17 102–155.
8. Lambert, A. (2007) Quasi–stationary distributions and the continuous–state branching
process conditioned to be never extinct. Elec. J. Prob. 12 420–446.
9. Raquin, A.L., F. Depaulis, A. Lambert, N. Galic, P. Brabant and I. Goldringer
(2007) Experimental estimation of mutation rates in a wheat population with coalescent-
related methods. A` paraˆıtre in Genetics.
10. Lambert, A. (2007) Population Dynamics and Random Genealogies. In Ninth sympo-
sium on probability and stochastic processes held at Guanajuato, Mexico, nov 2006. Edited
by M.E. Caballero, V. Rivero, J. Ruiz de Cha´vez. A` paraˆıtre in Stochastic Models.
Pre´publications
11. Chapron, G., Wielgus, R., Lambert, A., Clobert, J. (2006) Overestimates of
maternity and population growth rates in grizzly bears and other animals with extended
parental care. Pre´publication.
12. Cattiaux, P., Collet, P., Lambert, A., Martinez, S., Me´le´ard, S., San Mar-
tin, J. (2007) Quasi–stationary distributions and diffusion models in population dynam-
ics. Pre´publication arXiv :math/0703781v1
13. Lambert, A. (2007) The contour of splitting trees is a Le´vy process. Pre´publication
arXiv :0704.3098v1
14. Chapron, G., Miquelle, D.G., Lambert, A., Goodrich, J. M., Legendre, S.,
Clobert, J. (2007) The impact of poaching on Amur Tigers and other large solitary
Felids. Pre´publication.
15. Gonzalez, A., Lambert, A., Ricciardi, A. (2007) When does ecosystem engineering
facilitate invasion ? Accepte´ sous re´serve in Oikos.
16. Caballero, M.E., Lambert, A., Uribe Bravo, G. (2007) Proof(s) of the Lamperti
representation of continuous-state branching processes. Pre´publication.
56
The`se de doctorat et actes
1. Lambert, A. (2001) Arbres, excursions et processus de Le´vy comple`tement asyme´triques.
The`se de doctorat de l’Universite´ P. et M. Curie, Paris.
2. Depaulis, F., Lambert, A., Raquin, A.L., Galic, N., Brabant, P., Goldringer,
I. (2005) Coalescent related methods to assess mutation rates from unknown partial
genealogy : an application on microsatellites of experimental wheat populations. Ann.
Human Genetics 69 767–767.
3. Lambert, A. (2005) Fixation under weak selection in a population with triple demo-
graphic trait (r, σ, c). Ann. Human Genetics 69 769–769.
4. Champagnat, N., Lambert, A. (2007) Adaptive dynamics in logistic branching popu-
lations. A` paraˆıtre in Banach Center Publ.
Re´sume´. Nous cherchons a` construire une ge´ne´tique des populations branchantes, base´e no-
tamment sur les processus de branchement a` espace d’e´tats continu, dits CB-processus.
Nous modifions d’abord les arbres branchants afin d’en obtenir des versions stationnaires, de
deux fac¸ons : en introduisant des interactions de type compe´titif entre les individus, de manie`re
a` re´guler la taille de la population (« processus de branchement logistique ») ; en appliquant
divers conditionnements, au sens des h-processus de Doob : conditionnement du processus de
Le´vy associe´ a` rester dans un intervalle, conditionnement a` la non-extinction des CB-processus
(Q-processus), mais aussi des CB-processus avec interactions, sous leur forme diffusion.
Nous e´tudions la probabilite´ de fixation d’un mutant, question qui conditionne l’e´volution de
la diversite´. En utilisant la the´orie des diffusions, nous proposons un cadre unifie´ permettant de
comparer deux mode`les classiques et le mode`le de branchement logistique. Puis nous munissons
les individus d’un trait quantitatif soumis a` des mutations, et nous suivons, par une approche
micro–macro, l’e´volution du trait re´sident (« diffusion canonique de la dynamique adaptative »).
Nous e´tudions la ge´ne´alogie associe´e aux CB-processus avec immigration, dont un cas par-
ticulier est le Q-processus cite´ plus haut. Nous construisons des arbres branchants (dont la
largeur n’est pas markovienne), dits arbres de ramification, sur lesquels se voient directement
les deux types de ge´ne´alogies associe´es aux CB-processus, qui ont e´te´ de´couvertes par J.-F. Le
Gall et ses collaborateurs. Nous donnons e´galement une de´monstration de la repre´sentation de
Lamperti des CB-processus comme processus de Le´vy change´s de temps.
Nous de´crivons de fac¸on re´trospective la structure ge´ne´alogique des CB-processus, puis
celle des arbres de ramification, comme le fait une des approches phares de la ge´ne´tique des
populations moderne, dite the´orie de la coalescence.
Des collaborations dans divers domaines de la biologie des populations sont e´galement ex-
pose´es : ge´ne´tique des populations classique, e´cologie des invasions, biologie de la conservation.
Summary. We seek to construct the genetics of branching populations, based upon continuous-
state branching processes, also called CB-processes.
We get stationary versions of branching trees, by modifying them in two fashions : intro-
ducing competition-type interactions between individuals, to regulate population size (‘logistic
branching process’) ; applying various conditionings, in the sens of Doob’s h-process : condi-
tioning the associated Le´vy process to remain in a finite interval, conditioning CB-processes to
non-extinction (Q-process), but also CB-processes with interactions, in their diffusion form.
We study the fixation probability of a mutant. Using diffusion theory, we propose a unifying
framework to compare two classical models and the logistic branching model. Then, we endow
each individual with a quantitative trait subject to mutations, and by a micro–macro approach,
we follow the evolution of the resident trait (‘canonical diffusion of adaptive dynamics’).
We study the genealogy of CB-processes with immigration, among which lies the afore-
mentioned Q-process. We construct branching trees (whose width process is not Markovian),
called splitting trees, on which can directly be seen both types of genealogies associated with
CB-processes, that were discovered by J.-F. Le Gall and collaborators. We also provide a proof
of the Lamperti representation of CB-processes as time-changed Le´vy processes.
We give a retrospective description of the genealogical structure of CB-processes, and then
of splitting trees, as does coalescence theory in modern population genetics.
Collaborations in various fields of population biology are also displayed : classical population
genetics, ecology of invasions, conservation biology.
